1 Folha 1

1. Considere um sistema de trés particulas idénticas.

a) Verifique que os operadores de permutagdo ndo comutam, Pi2Py3 #
P13P12, etc.

b) Apesar disso é possivel encontrar fun¢des proprias comuns a todos os P;;.
Verifique que as fun¢oes definidas abaixo o sao efectivamente

¥s(1,2,3) =v(1,2,3) +v(2,1,3) + ¢ (1,3,2),
+1(3,2,1)+¢(2,3,1) +4(3,1,2),
¥a(1,2,3) = (1,2,3)+¢(2,3,1) + ¢ (3,1,2)
- (2,1,3) =9 (1,3,2) — 4 (3,2,1).

c) Sera que b) contradiz a)? Porque?

2. Sistemas bosénicos.

(a) Determine a forma da autofun¢do normalizada simétrica para um sis-
tema das trés particulas sem interacc¢ao (1,2,3) nos estados ortonormalizados
(la),|b),|g)). A sua resposta deve incluir a propria normalizacdo da funcio
total.

(b) Agora, assumimos que as particulas sdo bosdes que podem ser colocados
todos no unico estado (Ja) = |b) = |g)). Considerando as densidades da prob-
abilidade antes e ap6s de por |a) = |b) = |g), mostre que a probabilidade de
encontrar trés bosoes indenticos no mesmo estado & maior que a de encontrar
trés particulas classicas distingiveis no mesmo estado.

(c) Determine o factor com que a probabilidade de ocupagdo para bosdes
ultrapassa a das particulas classicas.

3. Para N = 3 fermides com spins % tente escrever uma funcao antissimétrica
¥4 (1,2,3) com

1) 11/)14 (15 2, 3) a7\ (rla 1‘2,1'3) XS (Sla So, 53) ’

11) ¢A (1) 2) 3) = ¥s (rlyrZ; I'3) XA (Sly S2, S3) .

Verifique que néo é possivel escrever x 4 (s1, sz, s3), antissimétrica em relagiao
a todas as trocas de 2 argumentos, e portanto ii) ndo é solu¢gdo. Uma outra
solucao consiste em considerar somas de termos ¢x em que a propriedade de
antissimetria de x em relagao a um par de particulas é compensada pela simetria
de ¢ em relagdo ao mesmo par. Certifique-se da afirmacdo anterior

4. Considere no referencial centro de massa dois fermioes interactuantes com
spins 3.
(a) Qual a consequéncia do principio de exclusdo Pauli para a funcdo de
onda de duas particulas?
(b) Sejam $; e Sp 0s operadores de spin dos dois neutroes. Mostre que os
1

operadores Py = 5 + % + 8 - 85 /h? sdo os projectores para os estados triplet e

singlet das funcoes de onda de spin.



(¢) Usando o principio de exclusdo Pauli e as propriedades de simetria do
spin e do momento angular orbital relativo L, encontre os valores permitidos de
L para qualquer estado triplet ligado do sistema de duas particulas.

(d) Usando de novo o principio de exclusao Pauli e as propriedades de sime-
tria no espago das coordenadas, mostre que as particulas no estado triplet nunca
podem espalhar-se por 90° no referencial centro de massa.

5. Considere a "caixa", quer dizer, o poco bidimensional quadrado dos lados
L x L, onde o potential é V' = 0, e infinito fora dele.

(a) Imagine nesta caixa uma particula de massa M. Determine o conjunto
geral das autofungoes de onda v (z,y), encontre as energias destes estados e
identifique os autovalores k; e k, para a particula.

(b) Escreve os trés autovalores de energia mais baixos e define a suas de-
generescéncias (se ha).

(c) Faga o grafico em funcdo dos autovalores kz,k, que mostra os estados per-

mitidos. Neste grafico, considere o circulo deraio k = /k2 + k;, sendo k grande.

Qual a &rea deste circulo? Quantos estados aproximadamente encontram-se
dentro dele?

(d) Agora suponha que esta mesma caixa contem N >> 1 particulas de Fermi
idénticas nao interactuantes com massa M e spin % Determine a energia do
estado mais alto ocupado, se o sistema esta no seu estado de base.

(e) Para o sistema de N particulas de alinha d, calcule a sua energia total.

6. Resolve a equagdo de Schroedinger para a particula numa caixa cibica
de volume L3. Assume as condigoes de fronteira periddicas.

(a) Mostre que no limite L — oo o nimero dos estados com impulso p no
intervalo d®p = dp,dp,dp. ¢ L3d*p/h>.

(b) Assume que os niveis mais baixos de energia na caixa estdo ocupados
com N electroes, tendo em conta o principio de exclusao Pauli. Mostre que a
energia por unidade de volume, u, esta relacionada com o nimero de particulas
por unidade de volume n como u o n5/3.

7. Considere um par acoplado dos osciladores simples harmonicos unidimen-
sionais distinguiveis com iguais massas e potenciais individuais U (z1) = Cz?/2,
U (z2) = C22/2, C > 0 e o potencial de acoplamento

(21 — z2)°

UC (.’L’l,:EQ) =k 2

, k>0.

(a) Separe o Hamiltoniano do referencial centro de massa passsando as var-
iaveis relativas R = (21 + z2) /2 e r = (z1 — z2) /2.

(b) Mostre que a fungdo de onda total pode ser escrita como um produto das
duas fungoes e determine os autovalores de energia para um sistema acoplado
das particulas distinguiveis.

(c) Agora assume que as particulas sdo indistinguiveis sendo bosoes ou fer-
mides. Usando as propriedades de simetria das fun¢oes de produto definidas na



alinha (b), determine quais niveis de energia encontrados em (b) sdo associados
com cada tipo das particulas.

(d) Mostre que para os fermides com os spins alinhados a probabilidade de
encontrar duas particulas na mesma posicdo é nula. (Nota: Neste problema,
podem usar o seu conhecimento das fun¢des de onda e autovalores para um
oscilador simples harmonico sem derivar a prova.)

8. O Hamiltoniano para dois fermides com spin %, idénticos e acoplados, é

- 2m  2m 2

Qual o espectro de energias e as autofunc¢des correspondentes?

9. Dois fermioes idénticos com spin % estao situados num potencial unidi-
mensional harménico

onde m é a massa do fermido e w a sua frequéncia angular.

(a) Encontre as energias do estado de base e do primeiro estado excitado
deste sistema de dois fermioes. Expressa os autoestados correspondentes em
termos das fung¢des de onda do oscilador harménico e dos estados de spin.

(b) Calcule o quadrado de separagdo entre os fermides,

(i)

para o estado de energia mais baixa do sistema de dois fermides.
(c) Repete os calculos para o primeiro estado excitado.

10. Considere o atomo de Hélio, onde ambos electroes estdo substituidos
pelas particulas idénticas carregadas de spin 1. Ignorando os movimentos do
nicleo, o Hamiltoniano é

I P p: 2% 2% €
a 2m 2m 71 T T12

Construi o diagrama qualitativo dos niveis de energia deste "atomo" para os
casos:

quando ambas particulas estao no estado n =1,

quando uma particula estd no estado n = 1 e outra no estado |n,l,m) =
|27 07 0)7

Faga-lo considerando o termo €?/r15 como a perturbagio. Escreve as fungdes
de onda espaciais e de spin para cada nivel em termos das func¢oes hidrigendides
de uma particula. Indique qualitativamente o desdobramento e degenerescéncia
do cada nivel. Nao esquece incluir o the efecto do termo e? /T12.



