Folha 10

Equagao de Klein-Gordon

1. Mostre que no limite nao relativista a equacao de Klein-Gordon para a
particula livre torna-se a equagao de Schrédinger.

2. A fungédo Lorentz invariante de degrau 0(p) = 0(po) esta definida como

_ 1 ) p0>07
9(p)_{ 0 , po<0O0.

A sua invaridncia de Lorentz motiva-se por s6 distingir entre o passado e o
futuro, sendo o conceito Lorentz invariante. Mostre explicitamente que a funcéo
de degrau é Lorentz invariante.

(Sugestao: s6 considere o 4-vector p pseudotemporal.)

3. Use as solucdes explicitas de onda plana, wl()i)(r,t) = ¢ilprEEY)/h
establecer as relacoes de normalizacao e ortogonalidade seguintes:

, para

[ waid e ) = o)
/ ey (2,0)i 0, 0P (rt) = 0.

onde a derivada bilateral 29—“) se define como: ff(ﬁ—,:fz = [ (Ouf2) — (Ouf) fo
5. Mostre que a condicao

Q- / drdt* (e,0)i By p(r.t) < 0

estd satisfeita pela solugao w(’)(r,t) da equacao de Klein-Gordon, sendo a su-
perposicao das solucoes de onda plana de energia negativa.
6. Mostre que

N _
p= gt () Oy w(r.d)
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se reduz & propria expressdo nao relativista no limite F — mc?.

7. As solugGes de duas componentes de energia positiva e negativa da
equacdo de Klein-Gordon na forma de Schrédinger sdo definidas como
2
() (p)ei (PTEEN/B _ 1 <m0 + E) oi(prEED) /R
2vVme2E \mc* ¥ E

Mostre que elas sao ortonormalizadas.
8. Mostre que no limite nao relativista

O~ (1)



9. Pela completicidade, qualquer pacote de onda pode ser expandido numa
combinacao linear das solucoes da energia positiva e negativa:

o(r,t) = / (;:)3 [“fﬁ(t)x(“(p)e"p* + a§;>(t)x<*>(p)e*ip~r}

onde os spinors x(*)(p) sdo definidos como

. or 1 m=xFE
X(:I:) (p)eqizEt+zp _ <

2vmE \mFE

e alP (1) = eFiBt 3 (p), onde &) (p) sdo certas fungdes escalares.
a. Derive a condigio de normalizacao para ter (¢|¢) = +1.

>62F7,'Et+ip~r

b. Inverte a expansao anterior e obtenha as expressdes para a§)+)(t) and
a5 ().
Equagao de Dirac

1.Suponha que as funcoes de onda de Dirac sdo normalizadas de mesmo
modo que as de Klein-Gordon:

i/dr@a(r,t) a1 Ya(r,t) = dag.

Use a equacgao de Dirac para mostrar que estas fungoes de onda s6 diferem
das funcoes normalizadas através de

/ drl,(r, Ds(r,£) = Sag

pelo factor de v2mc2.

2. Mostre que a densidade da corrente para a funcdo de onda da particula
livre acorda com a corespondente expressao nao relativista no limite préprio.

3. Re-derive a conservacao da corrente usando a forma invariante de Lorentz
da equagao de Dirac.

4. Mostre que

L7t =pLp

para uma transformacao de Lorentz, onde £ é uma matriz 4 X 4 que depende dos
parametros da transformacao de Lorentz e actua sobre as quatro componentes
do vector coluna das fungoes de onda que satisfazem a equacao de Dirac.

5. Suponha que ¥ (z) é uma fungdo de onda de Dirac no referencial O.

a. Qual é a funcdo de onda ¢’ (2’) no referencial O’ obtido de O pela rotagio
a volta do eixo x por 60°7

b. Se uma particula de spin % no repouso tem o seu spin na direc¢ao z, qual
a probabilidade que este spin serd observado na direc¢ao 60° do eixo z.

c. Considere a transformacgao de Lorentz para o referencial que se move na
direc¢do +2z com velocidade v. Obtenha a matriz de transformacao L.



d. Use ose resultados da alinha (c¢) para obter a funcdo de onda duma
particula de spin % com spin na direcgdo +z e velocidade v na direccao —z.
Assume que a fungdo de onda no referencial de repouso u = (1,0,0,0) e aplique
a transformacao de Lorentz de tipo de alinha (c).

e. Obtenha a matriz de transformacao de Lorentz para o movimento da
alinha (c) seguido pela rotagdo da alinha (a).

f. Neste novo referencial, onde a particula tem a helicidade negativa e a
velocidade dirigida a 60° de eixo z, calcule a probabilidade de observar o seu
spin na nova direc¢ao +z.

6. Mostre que no limite de alta energia E/m > 1 (equivalente ao de massa
nula) os spinors de Dirac para helicidade positiva (de mao direita) e negativa
(de mao esquerda) dos estados de impulso p sdo

1/ x+
ut(p) = 2<:|:Xip>
P

onde x+p 520 spinors tais que

0 - PX+p = £Xp-
(Sugestdo: para actuar jeitosamente com as particulas sem massa deve usar
a normalizacio uf(p)u(p) = 1. Mostre que os spinors de Dirac apropriados

encontram-se multiplicando as formas habituais pelo factor /mc?/E.)
7. Mostre que

Pru_(p) =u-(p), Pru+(p)=us(p), Prui(p)= Pru_(p)=0

assim que o operador de quiralidade é equivalente ao operador de helicidade
neste limite.

8. Se 11 e 19 sao duas solugdes arbitrarias da equacao de Dirac livre, prove
a descomposi¢do de Gordon

ity = 5 [Bap s — (55) ] — 5o (30" 2)
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a que expressa a corrente de Dirac em soma da corrente convectiva semelhante
a nao relativista e da corrente interna (de spin).



Funcgdes de Green em mecinica quintica

1. Calcule a funcao de Green da equacao de Schroedinger dependente de
tempo para uma particula livre:

0
<’hat + v2> G(r,t)=0(r)d(t).

a) Considere o sistema tridimensional: r = (z,y,2). Compare o resultado
com a solucao fundamental do problema classico de difusao:

exp (—r?/4Dt)
(47 Dt)*/?

Qual combinacao dos parametros quanticos pode ser comparada com o coefi-
ciente de difusao classico D?

Qual significado fisico pode ser atribuido ao tal "coeficiente de difusao” quan-
tico?

Qual o seu valor numeérico para um electrao livre?

E para um neutrao livre?

b) Reconsidere este calculo para o sistema bidimensional: r = (z,y). Com-
pare com o resultado anterior.

2. Mostre que a funcio de Green da equagdo de Schroedinger estacionaria
para um oscilador harmoénico unidimensional:

2 92 erw%z
" 2m Ox2 2

>g(9:z’)5(zx'),

obteve a forma:

¥y, (2) ¥n (2')
G(@—) ; n + 1 CE
onde ¢, (z) é a autofuncéo do Hamiltoniano com energia e, = fiw (n + 1/2).
(Sugestdo: use a propriedade de completicidade do sistema das autofungoes dum
operador Hermiteano: Y - ¢ (z) ¢, (2') = 6 (z — 2').)

3. Considere o célculo assintético da funcao de Green para equacao de Klein-
Gordon:

62
[h2 (8t2 c2V2> —|—m204} Gr—r't—t)=6(r—1)o(t—-1).
a) Para o intervalo pseudotemporal: (r —r')* — ¢2 (t — /) < 0. Comente o
uso do método do ponto de sela para integracao no plano do impulso complexo.
b) Para o intervalo pseudoespacial: (r —1/)> — 2 (t —t)° > 0. Qual é
diferenca na integracao comparando com o caso anterior?



