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1. Sistemas de varias particulas.

Identidade das particulas guanticas

Diferenca entre descrigédo classica e quantica de dinamicas dum sistema das

particulas.
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Laboratorio classico (bolas de Laboratorio quantico (e-, p, n, etc,,
bilhar, planetas, etc.): {r;, p; Iy, indistinguiveis): a fungdo de onda

P;.... I, P,y — coordenadas e 7 n)=(1,2,....n|y) .
C::E:;)(e

Impulsos (em funcao de tempo t). stacionaria ou dependente de t)



Impossibilidade de:

e marcar as particulas que ndo tém os graus de liberdade adicionais
e localizar as particulas separadas

e observar as particulas sem perturbar seu estado

e evitar as flutuacdes quanticas. ..

"In classical mechanics... you can always tell the particles apart, in
principle - just paint one of them red and the other one blue, or stamp
identification numbers on them, or hire private detectives to follow them
around. But in quantum mechanics the situation is fundamentally
different: you can't paint an electron red, or pin a label on it, and a
detective's observations will inevitably and unpredictably alter the state,
raising doubts as to whether the two had perhaps switched places. The
fact is, all electrons are utterly identical, in a way that no two classical
objects can ever be. It is not merely that we don't know which electron is
which; God doesn't know which is which, because there is no such thing
as "this" electron or "that" electron..."

David Griffiths, Introduction to Quantum Mechanics



Mas 0s nossos métodos de descricdo sdo necessariamente relacionados com
a nossa experiéncia classica: usamos a linguagem classica descrevendo 0s
resultatos das medidas.

Principio de correspondéncia entre

grandezas classicas operadores quanticos
Z N N
Lp ... < =l ..

Para ajustar o aparato matematico a realidade quantica que sai fora da
experiéncia comum sS80 precisos 0s conceitos especiais.

Impossibilidade de discernir entre duas particulas de mesma espécie (2
electrdes, 2 fotbes, 2 particulas ¢,...)

significa
que estado fisico de sistema (= conjunto das todas observaveis) ndo deve
mudar-se gquando estas particulas trocam as suas posicOes na nossa

descricao.



Operacoes e operadores de permutacao

Interposicéo simples: P | <> | corresponde ao operador
/\ - - - -
P2, i\, ooy =y(L2,.., jyooryiyen, )
trocar i? e j2 variaveis J amplitude de observar j2 particula
da lista com (r;,s;) € i* particula com (r;,s;)

N

PermutacGes mais complexas: P,(1,2,3)=(2,31)

trocar 22 com 12 e IogoJ

32 com 22
podem ser representadas como produto
das interposicoes: P = P,Ps (: PPy = )
sendo possiveis varias
representacoes
N N
N P, Plsl//(l’zl‘?’) = W(2’3,1),
Os operadores P;; nao comutam: ”

AN

A
P3P ‘//(1’2’3) =y (3’1’2)'



Grupo simetrico S_

Operadores de permutacdo que actuam sobre estados quéanticos de
varias particulas fornecem uma das realizacOes particulares da
construcao geral algébrica: o grupo simétrico S,, definido como grupo
das todas permutacdes de n objectos.

Grupo S, contém n! elementos (incluindo | — o elemento idéntico):
grupo finito.

Cada elemento P € S, corresponde

a certa substituicéo: L 2, ..,n)
Pe L o
(s Pyren D)), p; # P, para i# j

Interposicao: D - ><
Ij -



Qualquer P pode apresentar-se como um produto das interposicoes:

NP
_ 3 onde as escolhas de (ij) podem
P g P'J variar-se, mas Np é fixo
Paridade de permutacao:
5o =(-1) =41
As operacdes importantes:
S = Z P Simetrizacdo
PeS,
A= Z OpP Alteracio
PeS

incluem todos os elementos do grupo.

Estrutura algéebrica de grupo S, especifica para n dado, define-se pela

sua tabela de multiplicacéo:
PP'=P"



Segundo o principio da identidade quéantica os operadores das
observaveis devem ser simeétricos com respeito a qualquer
permutacao.

Exemplos.
A n 6_2
Operador de energia cinética total H = Zﬁ
j=1
. A n A A .
Operador de impulso total P = P onde P; = _|hvj

operador de impulso
de j2 particula:



Como e que operadores de permutacdo estdo relacionados
com os operadores das observaveis?

NN

Accao de operador composto PA (onde A e 0 operador gualquer) sobre
um estado:

A\l, Shooon)anwed e ., n)=
J - jﬁ )
vy v Jreeardyen)
\
A n - N
= AL oo PAL e )
Concluimos que
P AW freees )= A, ooy )P,

geralmente estes A’s ndo séo idénticos



N\ . L, . ~
Mas para uma observavel o operador A é simeétrico, entdo temos:
N N NN\
P,A=AP,,

N NN ] N . T ~
P A P = A Invariancia as permutacoes

N
Em particular, para Hapiltoniano H:

N\
H W(l’---’ n): EW(]-’---’ n) um autoestado

com energia E

AN TN ) ) AN AN N N\
HP = PH implica: HPy =PHy =PEy =EPy

- N )4 )4 N
quer dizer, o estado Py e também um autoestado de H com a mesma
energia E.

A ; a -
Em caso y# Py dizem que o valor E tem a degenerescéncia de troca.

Mas nao todos valores de energia e estados possiveis realizam-se na pratica.



2 particulas idénticas

Para sistema de duas particulas, Hamiltoniano comuta com a
unica permutacéo:

N N N N
H (1’2)P12 = P,H (1’2)
Héa autofuncbes comuns de /I-\I(l,Z) e /|512 ? Suponhamos que sim:

H(L2)y(12)= Ew(L2)
P (1.2)= 2y(1,2)

Por quanto |5122 =1, deve ser A = £1. As autofuncdes que correspondem a
estes A’s sdo



O facto experimental € que todas particulas no Universo pertencem so a um
destes tipos de simetria (nunca aos dois duma vez).

Bosoes: ¥, 7, «,
A=1, y(1,2) mmm=d> spin inteiro

(obedecem estatisticas de
Bose-Einstein)

B Fermides: e, p, n,

A=-1yn(12) I spin semi-inteiro

(obedecem estatisticas de
Fermi-Dirac)

Como héa que construir y(1,...,n) com simetria correcta no caso de n > 2
para cada tipo das particulas?




Estados de N particulas idénticas (independentes)

B) Para N bosbes a funcdo deve ser simétrica com respeito a todas
permutacoes:

Py (L...n)=w.(L....n)

0 gue esta satisfeito com simetrizacao:

ws(L...n)=Sy(L....n)

aplicada a uma y(1,...,n) arbitraria.

F) Para N fermides y(1,...,n) deve ser antissimetrica com respeito a
todas interposicoes:

Pyallosiyecs Jyoes ) =wa Ly, e iy, n) =
=y, (L0 jyee,n)



Daqui surje:

iguais
Principio de exclusdo de Pauli: Dois fermides ndo podem ocupar
mesmo estado quantico (contando tanto variaveis espaciais como spin).

Mas Vs (ln) admite qualquer nimero das particulas bosénicas no
mesmo estado.

Os principios B e F ficam validos para particulas compostas:

B+F=F, (d&tomo de *He = 2p + n + 2¢)

F+F=B (dtomo de *He = 2p + 2n + 2¢e")

Consideramos construcdo dos estados de varias particulas, que
satisfazem a estes principios, comecando desde sistemas mais simples.



Estado dum fermiao

No caso das variaveis espaciais independentes de spin (0 que € mais
habitual) a funcdo de onda apresenta-se como produto:

w(r,s)=p(r)x(s)

yérbita spin \

¢(r)
1(s) 21(9)
AR N
r S s % s s O
Juntando valores de w para s = T,4, chegamos a o+ (r)
representacao de spinor (spinor de Pauli): p(r.s)= o, (r)

Os operadores de spin no

espaco  dos  spinors A 1 0 A 0 1 A _ 0 —i
apresentam-se com as o -1/ 11 o y i 0

matrizes de Pauli:



Estados de dois fermides (s = 12)

Neste caso a funcdo total também apresenta-se como produto: y(1,2) =
»(1,2)y(1,2), mas para té-la antissimetrica sdo possiveis duas
combinagoes:
s(12)xa(L2)  singlet(s=0),
w(1,2)= .
0,(12)ys(1,2), triplet (s=1),

com a Unica funcao: B ZT(Sl)m(Sz)—m(Sl)ZT(Sz)
Za(81,5,)= 7
mas trés diferentes:
(71(81)24(s2) s, =1
7e(s05,)=+ ZT(Sl)Z¢(52)+2)(¢(51)ZT(52)’ s, =0,
Xy (s1)74(s2) s, =—1




As componentes orbitalis:
g5 (r—r') o (r—1r")

\ A

Mas ja para trés fermides a mesma composicao esta so possivel na versao:

w(123)=0aL23)5(123), (s=3/2),

guando a tentativa para:

p(12.3)= 95 (1,23)74(123)

fica impossivel, porque (entre trés valores de spin s, s, S,
necessariamente dois sdo coincidentes).



Verifica-se que as combinacdes correctas para s < 3/2 sdo de tipo:

05 (1.2)p(3)74(1.2)7(3)+ 05 (2.3)p(1) 7 (2.3) (1) + 95 B1)(2) 24 (B1)2(2)

Entdo qual sera a receita geral para funcdo de onda de numero arbitrario dos
fermides?

Estado de N fermiodes

Devem ocupar N estados diferentes de 1 particula (de 1 p.):

¢l’¢2""’¢N M (Dz(r)

Mas a escolha mais simples: v(L...N)=p,1),0,(2),...,0y (N)

ndo tém antissimetria necessaria para fermides.



A combinacao correcta:

WA(]-’-“’N):A¢1(1)’¢2(2)’ 1§0N(N):
=Y 6.Py(L....N)=

¢1(1) ¢1(2) ¢1(N)

_ (02(1) (02(2) %(N) determinante

- de Slater

Os determinantes de Slater garantam antissimetria para numero arbitrario
das particulas, mas na pratica manipulacdo com eles resulta bastante
dificil. O modo mais jeitoso e universal de tratamento dos sistemas de
varias particulas esta fornecido pelo método de 22 quantificacéo.




Segunda guantificacao

Método de 22 quantificacdo é mais importante para tratamento de sistemas
de varias particulas, como atomos (dezenas dos electrbes), nucleos
(dezenas dos nuclebes), moléculas (dezenas ou centenas de atomos),
solidos ou liquidos (~ 1023 atomos), etc.

Tambem este método usam para descricdo dos processos relativistas, onde
numero das particulas néo é fixo.

Inicialmente 22 quantificacao foi proposta pelo P.A.M. Dirac (1927) para
bosoes e logo estendida pelo E. Wigner e P. lordan (1928) para fermides.



Para o caso de estatisticas de Bose, cada dos estados de 1 p. pode ser ocupado
por numero ilimitado das particulas. A construcdo dos estados de varias
particulas tem como ponto de partida a escolha dum sistema completo (em
principio, infinito) dos estados de 1 p.:

@, 0,,... sujeitosa fgoi*(r)goj(r)dr =5,
(os exemplos sdo os estados de oscilador linear, as ondas planas, etc.)

Logo um estado arbitrario de N particulas esta definido pelos nimeros de
ocupagdo N; de cada ¢;:

Py, (1200 N) = \/M

NI
x;pr[M(pz(iﬂ)”.%(NLw... '"(ﬂn(N)]

comN,; + ...+ N, =N e sendo P" as permutagdes entre estados diferentes.

Tal estado ainda nota-se |N,...,N,) e constitui um elemento do chamado espago
de nimeros de ocupacao (ou espaco de Fock).




Por exemplo, para 3 bosdes distribuidos entre 2
estados ¢, € @, com numeros N, =2, N, = 1, temos:

0= |2 5 12:00: ), 3)+ .U, (3)p2 (2) + 21 (2), (3)po, (1)

Definimos accdo dos operadores sobre estes estados, comecando dos
operadores de 1 p. (propriamente simetrizados):

N
=2.f(a)
A o
onde operador f(«) actua sobre variaveis s6 de particula n® «, tendo 0s
elementos de matriz entre todos estados de 1 p. possiveis para esta particula:

jgal fgoJ dr

0S numeros



Logo os elementos de matriz de operador podem sé corresponder as
transicOes onde:

1) todos os numeros N. ficam invariaveis,

PP~

2) dois nimeros N; e N; variam de modo que N; > N; + 1, N, > N, - 1.

@@

N
O elemento de matriz de F) no caso 1) é:

ou

(Ny,..., N, \£<1>‘N1,...,Nn>= n N, f, =F

k=1

N
(o valor médio de F no estado |Ny,...,N,)))



e 0s elementos de matriz para o caso 2) séo:

Um exemplo para o altimo caso:

(21|FY,2) = JA+12f, =21,
o[
<2’1\=\/§[¢1 il




A ideia principal do método da segunda quantificacdo consiste em separar a
dependéncia dos numeros de ocupacao (através do factor \/(N +1)N i) e
a dependéncia das coordenadas (através do f;), de maneira introduzir os
operadores especiais. Assim, 0 operador

a; Ny, Ny = NGNS, N =1 ai:Q

“aniquila” uma particula no estado i e chama-se o operador de aniquilacao.

O seu conjugado € o operador de criacdo no estado i:

al [Ny, N =N+ NG, N 1) N QZ

Logo se construa o operador diagonal:

88 Ny, Njyee = N NG, N

que esta a “contar” numero das particulas no estado i, 0 At A
chamado operador de nimero de ocupacao do estado i: N =84



Em seguida construimos também o operador de numero total
N N\
N=>N,
i
Agora obtemos a representacdo geral de 22 quantificacdo para

operador de 1 p.: A
FU=3"f.a'a.
]

JAN
Outro operador diagonal, aparte de N;, obteve-se como:

/\/\-l-

3;3; [Ny,...,N;,..) = (N, +1 N, N,

0 que implica: At A

N N
uma das relacdes candnicas de comutacao:

ASASH /\-l-/\ . N At .

para operadores de Bose de 22 guantificacao.




A forma generica do operador de duas particulas:

-3 (e, )

com os elementos de matriz:

N

i = J-(D, f (I’, r,)¢k (r,)@ (r)drdr’

fica expressa a custo dos operadores de 22 quantificacdo como:

De mesma maneira podem escrever-se as representacdes de 22
quantificacdo para operadores de 3, etc. particulas.



Hamiltoniano para N particulas com interaccdo

N 2
- (_"’_(va)z +u<1>(ra)j+% SUO(r, )+

a,f#a

Usando a base dos estados proprios ¢, do operador de 1 p.:

-2 U= cal

2m
chegamos a sua representacdo de 22 quantificacdo (a mais simples que
a generica) :

N A1 A+ ATA N
_ t (2)QtAt
i ijkl



Operadores de campo

As combinacdes: o ]
_ N aniquila uma particula (do
= § ,§0i(r a,
qualquer estado) no ponto r

Z(D. a;, cria uma particula no ponto r

chamam-se 0s operadores de campo, servindo de outra forma da 22
quantificacdo. Eles satisfazem as relagc”)es canodnicas de comutacao:

N

PO (1) - ¥ () )=S0k ()= olr =)

a condicéo de plenitude
das funcdes ¢,

As representacdes dos operadores de 1 p. e 2 p. nos termos dos operadores
de campo:

=[O, FO = [ () () (e

Nota-se a semelhanca formal destes operadores aos seus valores médios na
mecanica quantica comum, correspondente a troca yA(r) <> ¥(r).



Por exemplo, o Hamiltoniano das particulas com interac¢do, converte-se
em:

N N

oot

N AN
+= j\P O (r U@ (e, e ) (r')¥(r)drdr’ +.
e 0 operador de numero de particulas:
N N
= j\PT(r)lP r)dr
N

permitindo chamar W'(r)¥(r) o operador de densidade das particulas.



22 quantificacéo para fermioes

Aqui ha uma importante diferenca do caso de bosbes onde todas as
permutacoes

N\

PY,  (L....,N)

entram com o mesmo sinal (positivo +). No caso fermionico o sinal deve
mudar-se com cada interposicdo entre as particulas. Por isso é necessario
fixar o sinal para uma configuracéo basica.

Escolhemos o sistema completo de estados de 1 p.: ¢, @,, ... (estados
hidrogenoides, ondas planas, etc.).

Cada estado de N particulas esta definido por numeros dos estados
ocupados de 1 p.:

det.de
Yoo @ N)=

O0@0O@O@O
Slater

1 - jl j2 JN

Definimos o sinal positivo para j, <J, < ... <], (obviamente, j. # J,).



Em analogia com o caso de Bose, consideramos operadores de 1 p. Aqui 0sS
seus elementos ndo diagonais sao:

elelclelolelele
1 . I .. s e
g Ni=ON=L gy f.

N;=L,N;=0 (-1) J QQQO%}O@O

com o factor:

-1
Z;= 2N, (parai < j)

k=i+1

Daqui vé-se que os elementos de mdtriz para transicdo entre estados
fermionicos i e j dependem ndo sg-de numeros de ocupacao destes estados
mas também de ocupacéo do resto dos estados.



Exemplo:

as funcdes de onda para estados de 2 fermides na base de 3 estados de 1 p.:

10-Lh) o0 o
11,0)=——|p,(1) ¢,(2) 0
\/ECDO 0 1

1 (Pl(l) 0 (01(2)
10)=— 0 1 0
20,0 0 0,0

. 0 0 1

0’1’1> = =P, (1) b, (2) 0

\/E%(l) (03(2) 0

Construimos o elemento de matriz da transicdo entre estados (1,0,1| e |1,1,0):



(101[F¥1,1,0) = (355 =0)

(01*(1) 0 (91*(2) (01(1) (91(2) 0 @0O®@
zi 0 1 f(”z(l) (92(2) Ozi @@/Q
: ;<> 0 %(z) o o 1 °
<[lo; Wy (2)- 0 W, )] [0 W, (2)- 0, Wy (2)Jdrr, = £,
Y\ YS_//

Comparamos com a transicao entre estados (0,1,1| e [1,1,0):

(011|F@|1,1,0) = T D)
13 —




Representacdo de 22 quantificacdo para um operador fermionico de 1 p. é
analoga ao caso bosonico:

N\
(1) _ ASA
com os elementos de matriz: g

e .l (.19
(e AU i [AT e A ) = (P

| |
De mesma maneira construem-se 0s operadores de numeros da ocupacao:

/\1—/\ - .
al aijl,......,JN>:O,
ASSANEE . . )
CHEH I A WA O R PO R 1V
|
e as relacbes canodnicas de anticomutacao:

N3N\ NN NN N+ N
+ala ={a,al}=5,, 1{a.3=1{a"a"}=0.



Em particular, implica-se: 4% = (éj)z =0,

expressando o principio de exclusdo de Pauli.

Representacdo de 22 quantificacio para operadores fermionicos de 2 p., etc., e
0S operadores de campo correspondentes construem-se em plena analogia
com o caso de Bose.

Operadores de 22 quantificacdo fornecem a representacdo mais jeitosa de
qualquer estado de N particulas:

Bosoes Fermiodes

A+ N A A
Ny N, ) = )" (a1)| s ) =20 87 |0)

INEN

comparem com

| Estado de vazio fisico 0 determinante

de Slater

Accdo dos operadores dinamicos sobre estes estados esta definida
completamente pelas relacdes canonicas de comutacao (ou anticomutacao).
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