2. Simetrias e valores conservaveis em mecanica gquantica

Simetria com respeito as trocas das particulas idénticas é s6 um
exemplo do principio geral:

Invariancia de Hamiltoniano com respeito a qualquer transformacao do
sistema implica existéncia dum certo valor conservavel relativo a esta

transformacéo (ou grupo das transformacoes).

Esta afirmacdao provenha do chamado teorema de Noether (1916),
obtido pela Emi Noether primeiro em teoria algébrica dos grupos e
depois aplicado a mecanica classica. Sua generalizacdo para mecanica
quantica foi feita pelo E. Wigner e J. von Neumann.

Conhecidos exemplos: translagcoes e rotacbes de espaco 3-dimensional.



Grupo das translacoes do espaco

Translacéo infinitesimal de cada vector

7 r por mesmo valor or. r > ¥ =r + or,

S produz a transformacéao correspondente

de cada funcdo de onda de varias
particulas:

W(rl’ r2"") — ')”(rl,l r2,1---):
=ylr,+ o r,+ or,...) =
> = Y(r, ry...) + Or2 V e, 1,y,..).
X

(até ordem linear em or).

Esta mesma transformacéo pode ser apresentada como accdo do operador
de transformacéo sobre a funcéo v

N

T5,w:£1+ 5r.ZVajy/



Invariancia ,de Hamiltoniano significa a sua comutagcdao com este
operador: [H,T] = 0, para o que é relevante s6 a comutacao:

{ﬁ,;va}zo

Isso implica a conservacao do impulso total:

ﬁ:?Zva

a

N\
Reparamos também que comutacdo do H consigo corresponde a
conservacao de energia total e esta relacionada com invariancia com
respeito a translacédo temporal:t > t" =t + At.



Grupo das rotacoes do espaco

Aparte de homogeneidade do espaco, a sua propriedade importante é a
Isotropia (a equivaléncia das todas direccdes). Isso implica invariancia dos
sistemas fisicos com respeito ao grupo das rotacdes (ou grupo SO(3),
grupo das matrizes unimodulares e ortogonais de 32 ordem). Uma rotacao
infinitesimal 6@ = noe (por angulo o em torno de eixo n) produz o
deslocamento de cada vector r:

r—r =r+ opxr,

e, sequidamente, a transformacéao das
funcoes de onda:

Y(ry, ry...) > = Wlry + or, r, +
Ory,...) = ylr + opxr,, r, + opxr,,...)

= yY(ry, ry...) +
2 (Opxr )V _wr, r,,...),
apresentada pelo operador de rotacao:

N\

R, W = (1+ §¢-Zra Xvajl//




cn ! ] ] N NN
Invariancia de Hamiltoniano com respeito a rotacao: [H,R;,] = 0,
implica conservacdo do momento cinético total:

hll\, :?Zra xV = hz/l\a

~ A\ N o
Regras de comutacao entre operadores r, p, e I resultam da accéo
explicita de V sobre coordenadas:

N

ANIN ] A A ] A ANEA A

com o tensor unitario antissimetrico & (&3 = 1, &y = —& etc.).
Daqui seguem as relacdes de comutacdo para momento cinético total:

N T A A A T

X



N
A conclusdo daqui € que nao podem ser medidas trés componentes de L
simultaneamente. Mas desde o facto que o operador

N, N, N, N,
L =L,"+L,” +L,

comuta com todas estas trés componentes:
N\ N N N N\ N\
2. G |=|e L =2 G =0

resulta que pode ser medido simultaneamente com qualquer uma
delas.

A escolha habitual é g\aracterizar os estados estacionarios por valores
de L? e de L,

/ y

L(L+1) e M=-L -L+1, .., L

onde L € momento cinético total com valores possiveis L=0, 1, 2, ...



O resultado anterior pode ser obtido por construgdo explicita das
autofuncdes dos operadores |, e 1> em coordenadas esféricas:

2
/I\:—ii |12 =— 12 82+ L a(senﬁﬂj
: o sen“p op° send 06 06
ou das relacdes de comutacao.

Autofuncbes de momento cinético

- - A /\
Desde formas explicitas dos operadores I, e I> encontram-se as suas
funcOes proprias, caracterizadas pelos indices | e m:

Yim (‘9’ (0) =0, ((0)®|m (9)

chamadas harmanicos esfericos, onde os factores ®_ e ®, sao:

Oolp)=—e™ o, (0)= (1" J(z'gl)g;z;:p,m(cose) (param = 0)



Tambem ©,_, = (-1)"®,,, para m < 0, sendo P™ os polinomios
adjuntos de Legendre:
I+m

1 |
P™(cos@) = ST Sen "9 Gcosd]” (cos2 6?—1)

As transformacoes das fungdes Y, (6, ¢) sob rotacoes, efectuadas com
operadores |, ,, realizam uma representacgdo irredutivel D) do grupo
SO(3), relacionada a momento total I:

/\

Im0¢ ZD |m‘9(0)

N
onde as fungdes D, () (os elementos de certa matriz DO(a) € DO )
chamam-se as funcbes de Wigner. Assim, a representacdo D) é um
conjunto de matrizes numéricas que correspondem univocamente aos
operadores , mas actuam so na base dos estados com momento total .



A irredutibilidade significa

que nenhuma das matrizes N

nesta base pode ser DO(q)=
apresentada em forma dos

blocos independentes.

—21+1—

21+1 #

! 0

No caso particular | = 0, existe s6 uma fungao Y, = 1, correspondente a
representacdo escalar DO com todas DO(a) = 1 (matriz de ordem 1).
Para | = 1 temos 3 fungbes Y,,, Y,, Y, ,, formando base de
representacdo vectorial (matrizes de ordem 3), etc. Mas existem também
as representacoes de SO(3) das ordens pares: 2, 4, ....

/ .. N\ .
Z 4 N Uma rotacdo finita R, pode ser vista como
/ limite de uma sequéncia das rotacOes
infinitesimais oa.

é\a: lim (1+i51a-2x1+i52a.2)...

N—>oo,zi5i =1

...(1+ igNa.2)= exp(ia-i),




Logo as funcdes de Wigner podem ser interpretadas como os elementos
de matriz deste operador:

N

exp(ia : L) I, m)

mm

DU (@)= {I,m’

e as matrizes resultam unitarias:
D 0@ = D, 0(-a. O
conjunto das todas representacoes
irredutiveis DM com indices |
crescentes forma uma estrutura dos
blocos independentes no espaco
dos estados classificados segundo
valores de momento angular total.




Angulos de Euler

Uma representacdo ajeitada para as rotacdes arbitrarias foi sugerida
pelo Leonard Euler ainda no sec. XVIII, considerando problemas de
mecanica classica (como movimento dos pedes) e mecanica celestial
(movimento das planetas). Segundo esquema de Euler, qualquer
rotacao caracterizada por vector de angulo = y (sené&cose, senéseng,
cosd) pode apresentar-se como sequéncia das trés rotacOes
consecutivas:

1) por angulo ¢ (angulo de precesséo)
ao redor do eixo z do sistema inicial de
coordenadas,

2) por angulo @ (angulo de nutacéo)
ao redor do eixo y* do sistema obtido

com 1), e por fim

3) por angulo y (angulo de rotacao)
ao redor do eixo z° do sistema obtido
com 2).




Entdo, pelo principio de composicdo das operacdes de grupo, o operador
apresenta-se como o produto:

N\

R, = exp(i WI/:Z, )exp(i Qll,\y, )exp(i (oiz )

Mas o0s mesmos operadores de momento angular transformam-se sob

rotacoes como
expligl Z)LAy expl- i<0LAz),

exp E 16 ) exp(lgoll,\zp)exp(iﬁl/,\y)exp(—i¢£z),

N

l,yi ) exp(leL )exp(i wzz)exp(—iefy,)

Substituindo consecutivamente estes  resultados na equagao anterior
chegamos a expressao de operador R, através das componentes de
momento angular no sistema inicial:

N N

R, = exp(i @L, )exp(i Qi\y )exp(i 1//22 )



Rotacoes de spin

Spin de uma particula quantica (e-, p, n, v, etc.) define-se como 0 seu
momento cinético interno s que para todas particulas indicadas so
obteve valores (com respeito ao certo eixo z) iguais a +7/2.

‘ =M ’ =)

. N\ VAN .
As componentes cartesianas s; de operador correspondente s obrigam as
mesmas regras de comutacao (até o factor de normalizacéo):

lé\u ’/S\j J: ihgijkls\k

N
que as para operadores de momento cinético comum /.



Usando a base de autoestados de operador :

A h
sz H=-21y

z

h A
=2, 4

representamos todos atraves das matrizes de Pauli, (Cap. 1):

N h N
2
com as propriedades:
62=1 {6.6,}=0, j=#i
N N N
ou 0,0 = 0; +1&;,0,,

Logo se construi também o operador escalar:

2=82+82+82=3n24 = n?s(s + 1).



N\
Uma rotagéo de espaco R, transforma as coordenadas segundo:
] N\
r—r = exp(la-L)r
em particular, a rotacdo infinitesimal dum versor:

e >e =e +oaxe.

produz a transformacao das componentes ’§i de s’

s = Zsié: —>Z§\iei' :Zg{ei, ou
i i i

S :%(Ai +eijk5aj3-k):§i +%[§i,§\j]:§i +iih[/s\i,5a~§].

Isso significa que o operador § transforma-se sob rotacdes finitas como:

§ =explia-s/n)sexp(—ia-S/h)



. , N
e comparando esta lei com a para r concluimos que s tem o mesmo papel
para variaveis de spin que L para variaveis espaciais.

Tambem em analogia com as rotacdes comuns construimos as funcdes de
Wigner:

D(1/2)(a) _ <Gr

oo

explia-o,)o)

correspondentes a representacéo spinor D2 do grupo SQO(3). Com uso

dos angulos de Euler a forma explicita duma matriz DY2(g)e D2
obteve-se como:

|¢)_H// —i¢)_l//
) cosEe 2 sen—e 2
1/2
DO"O' (¢’0’W): 2 and Wiand
—sen—e 2 cos—e 2

De modo analogo construem-se outras representacdes das ordens semi-
Inteiras (das dimensdes pares).



Relacdo entre momento cinético orbital e spin. Momento
anqgular total.

Geralmente, as funcdes de onda estdo caracterizadas tanto pelas variaveis
orbitais como as de spin. Por exemplo, para 1 particula temos o simples
produto (Cap. 1):
w(r,s)=plr)x(s)

Transformagcdo rotacional por angulo « aplica-se a fungao orbital ¢(r)
atraves de operadoy exp(ig\z-L) e a funcéo de spin y(s) através de operador
exp(ia-S), sendo § = 2; s; 0 operador de spin total (em analogia com o
momento cingtico total). Mas os operadores L e S sdo independentes,
portanto [ L,S] = 0 e a sua acgao junta sobre yAr,s) resulta em:

B N N ) N N
ia-L jia-SIn icr(L+8 )/

el My (r,s)=¢ w(r,s)

N\ N N\
O operador J = L + § se chama momento angular total, ele produz o
operador geral das rotacGes para o sistema composto:

I/R}a :exp(ia-})



Adicao dos momentos angulares.

Considerando operadores:
N N N
L=1, $=X8  J=L+S

temos em conta que sO duas componentes de cada deles séo
simultaneamente mediveis, em concordancia com as relacdes candnicas
de comutacéo:

U\i,fj J: ihgijkj\k, etc.

Por isso os autoestados de momento total ndo podem ser simultaneamente
0S autoestados dos momentos constituintes, mas apresentam-se como as
suas combinacdes lineares. Estas combinacdes definem-se pelas regras
de adicdo dos momentos. Consideremos estas regras nos casos mais
simples.




Adicao de 2 momentos

N\ N
Pelo facto de que os operadores J, e J, actuam 7 7
sobre variaveis diferentes e portanto sao 1 2
0 %

independentes:
NN ]
[ ) 2J= 0 (paratodas componentes cartesianas),

podemos medir simultaneamente os valores J,?, J,%, J,,, J,, e definir os
autoestados correspondentes:

‘jl’jZ’ml’m2>

com as propriedades:
3. o Boomuymy) = i (Jy +2) Jis oo mym,),

le‘ Jis Jor My, m2> = ml‘ Jis Joo My, m2>’ etc.,

que formam um sistema completo dos estados.




Considerando o momento total:
N N\ N\
J = J1 +J 5

temos obviamente [3\2,JAZ] = 0, e portanto os valores J e M relacionados com
este par podem servir como bons nimeros quanticos para classificacdo dum
sistema completo dos autoestados (ficando os valores J, , bem definidos
porque também [J4,J; ,°] = 0). Contudo temos:

72,7, =28, 3, - 5,0, )= 0

ly
N N N N o
e, de modo semelhante, [J%,J,,] # 0, portanto m; e m, ndo séo definidos

para este sistema. Assim cada elemento de um sistema pode ser geralmente
expresso atraves dos de outro sistema:

i T2 M) = 3 (s d e o3 M) B ) ()

m,,m
(m,+m,=M )

com os coeficientes de Clebsch-Gordan (c. C.-G.).




O numero dos termos nesta soma depende de relacdo entre M e J
(sendo o valor J limitado entre

0 maximo de j, +j, e 0 minimo de |j, — j,|).

ed ] e

Exemplo: j, =1, j, = 2. Escolhemos J =2 (entre j, +j,=3 e}, -],/ =1) e
M = 1. Neste caso temos 3 termos em soma:
m, =1 (m,=0), ‘ -
m=0(m,=1), -©* ,@/

m=-1(m,=2). @ CI)




Expansao inversa:
v d2memy) = D (20 3o Mg o memy ) r, 20 30 M) (E)
J.M

multiplicada por |j,,j,,m,’, m,’) produz na parte de esquerda o produto dos
simbolos de Kronecker (por ortogonalidade dos estados ) e na parte de
direita o produto dos “vectores” dos c. C.-G.:

jzi‘J’M><j1’ jz"]’M ‘ jl’ jziml’m2>
(O)

§m1m1 m,,ms <Jl’j2’

J.M

17

a relacéo de ortogonalidade para c. C.-G.

De modo semelhante, multiplicando a expanséo directa por [j,,j,,J', M),
obtemos outra relagéo:

5s.50um = 2 (i Jor 3 M d ooy, my )i, Jp e, |, o, 9 M)
()



As relagdes (O) paraocasom, =m’;, m,=m’,, e (O) paraJ=J, M =M,
|[éem-se:

D (i d2 3 M|y, j21ml’m2>2 = D {1 J2. 3. M|y, j2’ml’mZ>2 =1 (N)

J.M m,,m,

expressando a normalizacdo dos c. C.-G.

Relacdes recursivas para c. C.-G

Consideramos 0 elemento de matriz do operador J, (ou J)) entre estados
UMy, My) € [jy.)0.d, M). Actuando para direita, o operador sobe ( baixa) o
indice M por 1:
<j1’ jZ’ml’mZ“]i‘ jl, jz,J1M>:
=JIQ+1)-MM £1){j;, j,,m;,m, | j,, j,,J,M £1). (D)




Doutro lado, accdo de J, = J,, + J,, para esquerda produz a baixada
dos indices alternativos m, , (quando J_ os sobe):

<j1’ j21m11m2‘~]i‘ Jis jZ,J,l\/l>:
=Gy +1)=m(m, FL) Gy, Joom FLM, |, 0 I, M)+ (D)

412 (1z +2)=m, (M, FI)(Jy, G2 mym, F1U i, J,, 9, M),

Comparacdo das partes de direita em (D) e (D’) leva as relactes
recursivas para c. C.-G.:

- — -1’ - ’ ’ | y - y i
JIQ +1)-M(M £21)(jy, jpom,m, | Jy, §,, M 21 (R)
= (0 +1)=my(m, F2)(hs, G my FLM, [y, Jp, I, M) Mol (-0

+\/j1(j1 +1)_m2(m2 1:l-)<j1’ J,,m;,m, 11‘ I, j21‘J:M>- M2 1=~ g™
LS R S

apresentadas simbolicamente no esquema (com sinais
superiores ou inferiores) pelos triangulos (com indices
@ ou @).




As condicgOes de ortogonalidade e normalizacao, Egs. (O,0',N), junto com
as relacOes recursivas, (R), permitem calculo directo dos todos c. C.-G.

Exemplo: j, =%, j, = |. Neste caso J so pode ter 2 valores:
| + %. Para J = | + %2 temos unico termo na Eqg. (E) com M
=1 +% m =% m, =1 edesde Eq. (N) para este caso
resulta:

E,I,E,I E,I,I+£,I+i =1

2 2 |2 2 2
0 que define o primeiro c. C.-G. Logo Eg. (R) para o tridngulo @, com os
vertices , (2 I, % |2 1 +% , 1+%) (% |, L 1|2 L 1+%,1-%)e

&, - % | 1 +%, 1 +%) =0, junta com o resultado acima leva a:

1 1 /1 1 1
_1|’__’| _’I1I+_1I__’
2 2 |2 2 2

:\/(|+1/2)(|+3/2)—(|—1/2)(|+1/2):\/|+1/2, 0 sequinte c. C.-G.

1(1+2)—1(1-12) |




Logo, aplicacdo da Eqg. (R) para Eg. (D) permite obter:
(Y- Y- ) ete
Finalmente, pode recuperar-se toda a serie

<%,I,$%,M i%‘%,l,l+%,M>

até M = — | — %2 (que de facto vao repetir-se para M negativos).

De maneira evidente, a esquema anterior generaliza-se para o caso de
ji, ], arbitrarios. No entanto na pratica todos os coeficientes de
Clebsch-Gordan encontram-se habitualmente nas tabelas.



Operadores vectores e regras de selectividade

As grandezas dinamicas podem ser vectores (como, por exemplo
impulso ,!’)’ tendo os correspondentes operadores vectores. Um operador
vector 4 transforma/;se sob a rotacao R, de modo que cada seu elemento
de matriz A; = (Ul R, | ;) apresenta-se COmo:

N\

Aij - <Wi “2‘ l//j> - <l//i ‘§¢_1§¢AR¢_1£¢‘I//J'> - <l//i’

N

A lﬂ;>

onde

. ~ - . . . N\
Particularmente, para uma rotacao infinitesimal R 5, temos:

N N VANEVAN
A'=A+5p|A,L]



Para as componentes de A’ serem expressas a custa das mesmas de A 0
comutador [A Lﬂ] deve ser a comblna(;ao linear das A Em analogia com
0S casos simples de A= 7, A= p as relacoes gerais de comuta(;ao entre um
operador vector e 0 de momento angular sao:

AL

N

Igaﬂy Ay

N
Os elementos de matriz de operador A4 s existem para transicdes onde:

L — -

(L+1,

L,

L-1

N
excepto a transicdo L = 0 — L = 0 que € estritamente proibida (por 4 nédo
poder deixar invariavel o estado escalar).



A accéo de A sobre indice M esta definida pelas regras:

A A

A=A +iA: MM+l

A=A-iA: Mo>M-1
A MM,

que amostram outra vez a semelhanca com acc¢do dos operadores de 22
quantificacao.

Operadores tensores

Um operador tensor irredutivel de ordem k: T® tem 2k + 1 componentes
T®, com o indice q percorrgr os valores —k < q < k (0 que permite trata-lo
como o de projeccdo z de T®). Sob accdo das rotacdes , as componentes
transformam-se segundo a representacdo irredutivel D®):



Os exemplos particulares sdo os ja considerados antes:

NN N\ N\
k=0, escalar R,TOR, =T

1 :E:lj

—1>

N\
k=1, vector R,

RelacGes de comutacdo entre operadores tensores e 0s de momento
angular séo:

k

[j\a ’!r\q(k)]: Z <

q=—k

ou, em particular:

3,79 = Jk(k+D)—qla £ 1Y
(T)
3, T0]= ZT 'S, = T

q'=—k
Verificacdo das Eqgs. (T) permite concluir se um conjunto de 2k + 1
operadores constitui operador tensor de ordem k.



Teorema de Wigner-Eckart

Um resultado central que determina importancia dos operadores tensores
esta relacionado a estrutura dos seus elementos de matriz entre estados
classificados tanto segundo valores de momento angular total j e da sua
projeccdo m como segundo outras variaveis dindmicas « (relacionadas, por
exemplo, ao numero electronico principal, niveis vibratérios, etc.). A
representacao deste elemento em forma:

@, i

m) = K, j,0,mlk, |, ]’ ,m"),
‘O‘J > \/217+ < J,4 ‘ J: ] >

elemento de matriz ~ 1actor geometrico
reduzido

CE

se conhece como o teorema de Wigner-Eckart. Antes de passar a sua
derivacdo, analisamos em mais detalhe estrutura das componentes g de um
operador tensor.



/\ .-
Para exemplo de um operador vector A, verifica-se que as suas componentes
tensores estao relacionadas com as cartesianas como:

A A N A ,&X+iA\y Ax—i,&y
A=A, A, =-A =- N /&q:_1=/&\_= 7
Daqui temos:
J. A=A =0
AN __i' L _L _i/\:
[Jz’Aq=1]_ \/E 2’ X] \/* ] \/E'&y \/EAX qul’

etc., em concordancia com expressoes gerais, Eqs. (T). Logo, os tensores
irredutiveis de qualquer ordem inteira | podem ser construidos a partir dum
operador vector A, segundo a formula:

:‘A\‘IYl,m(‘é\’gg)’

onde |A| = \/A\XZ + A%+ A} p=arctan A A, f'= arccos Ay A,



Mas 0 modo mais pratico obter as componentes consecutivas m, comecando
da mais alta m = |, é o seguinte:

I/D\|,| - CA+I ) I/D\|,|_]_ = |_A\_1 |/3\|,| J, etc.

sendo ¢ uma constante de normalizacdo. De facto, Eq. (71) apresenta um
conjunto dos polinomios homogéneos de ordem | em operadores A\xyz

uanto o operador |A] fica invariante sob rotacoes, a lei de transformacéao para
P, resulta desde a para harmonicos esféricos Y, ., em forma:

A AN
Ry Z DY) ()P,
m’'=—I
como deve ser para um operador tensor irredutivel.
A /15 N,
+1 ’
Exemplo: | = 2 (momento quadruplar)
/ 55 (

factor de normalizacgéo P =16, AoA\ﬂ + A+1Ao

Pz. \/7(2'6*0 AiA\ + -1A1)




Para obter operadores tensores irredutiveis das ordens arbitrarias, se
pode implementar a multiplicacdo directa das representacdes DU e DU);
DO®DU) (incluindo j = %, ver acima), segundo a formula de descomposicao
dos produtos das funcoes Wigner:

Dr(njllnzl( mzm2 Z Z<11712’m1’m

‘Jl Jz‘mm

jp0 dim’)x

X<j1’ J,,m;,m, ‘ Iy Ja, J’m>Drgwjr)n(a)

Logo, usando ortogonalidade dos c. C.-G., Egs. (O,0’ ) podemos separar
daqui qualquer representacdo DU, tendo operadores T(J) como a sua base.

dois spins singlet  triplet
Exemplos: 1) D2®DW2 = DO + DO,
2x2 = 1 + 3

spin + Orbita  dublet  quadruplet
2) DWAQDW = DW2 + DE2),



Ortogonalidade das funcdes de Wigner

Desde invariancia rotacional de um escalar resultam relacGes de
ortogonalidade para funcbes Wigner:

o . O i Om m.Om m
(i2) (i2) _ el My, m, My, My
Iijlml’ (a)DmJZm; (a)da — 2 j1 1

onde integral normalizado Jde entende-se como:
—|sen@dd— |dp— | d
2£ 47z~£ (04”! v

segundo os angulos de Euler 6, ¢, we os limites 4 permitem incluir as
representacdes com indices semi-inteiros (neste caso fungdes DU sdo
complexas).



A forma geral das fungbes Wigner para « &9 y (correspondente ao
angulo de Euler &, o resto dos factores sendo simples exponenciais de
tipo eim?) é:

e e L E
< {(1—t)mm'tmm' (%jjm [t #m (g _g)im ]} ,

t=cos’ /2

com a expressao em paréntesis curvada conhecida como um polindmio
de Jacobi.



Derivacao de teorema de Wigner-Eckart

Nos ja sabemos que sob rotacdes o operador T ) transforma-se segundo a
representacdo DU, e o estado |aj,m) segundo DO, Mas o seu produto

TX |a,j,m) € um elemento de espaco transformado pelo produto directo
DOW®DW e por tanto descomponha-se em combinacdo dos elementos
Irredutiveis sujeitos as D(j)) comk + j > > | k = j| Cada elemento
irredutivel denotado |, j,m) se obteve dos produtos T "|er,j’m) com uso
dosc. C.-G.:

@, §m)=3TYa, ,mYk, i'.q,m

yA q,m’

)

Verifiguemos que esta combinacao tem a propriedade
de transformacdo adequada a D®. Aplicando uma
rotacao, temos:




Rl@, j,m)=3 DETEDW e, j',m"(K, j',q,m'[K, ', j,m)=
qm — 7
. DWRDON\
7A . " o =/ ' o ' j
= Tq('k) Z<k,] 1q;m kiJ !Jl’ml><k’J ’q’m k’J ’Jl’m1>Dr(nJllnziX
ad, kg mm ortogonalidade
| . L e s L dos c. C.-G.
x(k, i’ a,m’'[k, j', jim)| e, j',m") =
N\ )
=T Sk, iha m|k, ' jum)DE e, § M, 8 =

q!lm" J m

= > Dl STk, J g
m q’,m"

K ' Jom)e, jm") =3 D@, j.my),
\ . o N
0 que corresponde exactamente a lei de transformagao de tensor P; ..

Agora consideramos o elemento de matriz

<ar’ j,, mr

a, j,m)

0 que de facto inclui elementos relacionados com trés momentos: j', j, e
k (os ultimos dois resultam em j). Fazendo o médio segundo todas
rotacdes, no sentido de Jde, obtemos:



j<a', j’,m’ R ‘1f€\ .|, j,m>da):
= > [(a"im|a@ .m,)D) (@)D (@)de =
my,my ortogonalidade das fung6es de Wigner
5 5mm§mm r rl = =
_Z i’ 11< a,j,m 0[,],m1>:

w201 T T (A)

5,5, ST m|@ gm,) s

1) \\rm 21'+1 ’//
defi;i;n~o;;elemen’to <a, _(k)Ha’ j>

reduzido: V2j +1

0 que deve coincidir com 0 mesmo valor, porque elemento de matriz nédo
depende de escolha de sistema das coordenadas. Mas, doutro lado, este
valor pela definicéo, escreve-se também como:

CONUCELIEDNCE

q,m;
Logo o elemento de matriz que figura no teorema Wigner-Eckart, se obteve
por inversao desta equacao, usando ortogonalidade dos c. C.-G.

O, ok, g, m)




M)XK, J ]

T3 jum) =3 (e ] M)

j,m /’
e, apos de substituir aqui Eqg. (A) e somar em j,m usando o0s simbolos

de Kronecker, chegamos mesmo a formulacdo de teorema de
Wigner-Eckart:

(@'

Jnagm),

que mostra a separacdo dos parametros dindmicos (no elemento
reduzido) e cinematicos (no c. C.-G.).

N N\
Exemplo: operador vector J (corresponde ao T4, ),




(@, j, |3, |a, j,m)

N JAN . o
Para g = 0 temos J._,= J,, €, desde o facto de que |a,},m) sao 0s seus
autoestados, os elementos de matriz sao:

N
J, |, j,m)=6,0,n8,,m

' mmY aa

&%:ernr

Mas segundo teorema de Wigner-Eckart esta grandeza ¢ igual a:

(o, I)e §)

2] +1

(L j,0m[L, j,j,m’)



e, usando o valor de c. C.-G.: _ o
(L J.0,mlL, j, j',m’) =

i(j+1)
podemos definir o elemento reduzido:

@ W) _ s 5 5D

m " aa'

comporta-se
como |J|

Uma vez obtido o elemento reduzido, logo vale para todos g na expressdo do
teorema.

(', i',m| 3 e, j,m) =68, 1(+D(1 j,q,m

1, j,m).



Spin isotépico

As simetrias e valores conservaveis relacionados com o0s grupos das
translacbes e rotacOes sdo de facto s6 primeiros duma longa lista. Mas
noutros casos as transformacdes iniciais sdo muito menos evidentes, nao
descritiveis na linguagem classica.

Assim € a simetria de carga para hadrdes, as particulas sujeitas as
InteraccOes fortes, que definem as propriedades dos nucleos atomicos. Os
exemplos mais importantes desta classe sdo as duas particulas mais
estaveis:

nome de protao neutréo
particula @ O
simbolo p n
carga +e 0
eléctrica
spin Yo Yo
massa m, ~ 1836 m, | m_~ 1838 m,




Elas sao diferentes com respeito as forcas electromagneticas mas quase
Idénticas com respeito as forcas nucleares (muito mais fortes). Portanto,
em particular, os chamados ndcleos de espelho, como:

P | &

Li: p°n* Be: p*n’

tém propriedades nucleares (ndo quimicas) muito préximas. Os numeros
de protdes e neutrbes determinam varios isétopos de cada elemento, por
ISSO a invariancia deste tipo chama-se também isotopica.

W. Heisenberg (1932) propus tratar p e n como dois estados de carga de
uma mesma particula, nucledo N, marcados com valores diferentes de nova
variavel quéntica: spin isotopico (ou isospin, (em analogia com spin
comum , s = %2), assim que:

1/2 — p,



Reparem que o operador ja ndo corresponde ao grupo SO(3) das
rotagdes no espaco fisico (as suas representagdes sao completamente
esgotadas com operadores L e S), mas ao grupo SO(2) de simetria
Isotopica (as vezes associado as chamadas rotacGes no espaco
Isotdpico).

Operador actua sobre estados de 1 nucledo, |p) e |n), segundo:

~ 1 ~ 1
o) =olph == n)
entdo as outras componentes sdo evidentes:
Lny=lp) Elp)=lnh Tfp)=Tn)=0
onde IAi = fl J_rlfz,



Por fim, para um nucledo se construi o operador

e N

1212+, + 1,2 =1(1+1) (%)

e para um sistema de varios nucledes:

I'=2, 1,  ooperador de spin isotopico total.

Aparte dos nucledes, existem outras particulas classificadas segundo
valores proprios de

-

1> 7",

=1 0> 7°,

1> 7,

.

CcoOm a mesSma comutagéo.



Obviamente, operador de isospin pionico, I
é sempre comutativo com o nucleénico, 7™

embora, para simplificar a escrita, os indices hadronicos podem ser
omitidos.

A carga eléctrica dos nuclebes pode tratar-se como valor proprio de
operador de carga:

Q= e(IA3 +1/ 2)

e a sua conservacao em processos nucleares é equivalente a conservada
projeccao I, de isospin total.



Para sistema de dois nucledes, os estados possiveis sao:

1) tripletl =1, l, =1, 0, -1, ou seja
pp), (Ipn) + Inp))/ 2, nn).

Cada destes estados tem a funcdo de onda simétrica em variavel isotopica,
portanto ela deve ser antissimétrica em variaveis (r,s).

2) singlet | =0, |, =0,

que é antissimétrica em p,n, portanto simétrica em (r,s).

O operador de permutacio I5(p n)

deve ter o valor préprio +1 para singlet e —1 para triplet, portanto pode
Ser expresso através de:

Pa

P=1-12



Seguindo o0 mesmo esquema de adicdo dos momentos, que para 0 grupo

das rotacOes, podem ser construidos os estados compostos dos hadroes
diferentes, com os valores definidos de 12 e |, totais.

Exemplo:

pido + nucleédo
=1 + | =%

O seu estado composto com valores definidos de | e 1, esta dado pela soma:

)= Y1l W12, 15 1, 15y [L )

|37r I3N
dos estados com valores definidos da projeccdo de isospin para cada
hadréo (definidos tipos das particulas) vezes os c. C.-G.

Mas & também evidente que ndo faz sentido adicdo do isospin e momento
angular comum, porque eles correspondem as simetrias diferentes.



Explicitamente, estes estados compostos Sao:

ngmy:ﬂﬂp> Q=2

3/21/2>=\ﬁ£ g >+Vgaﬂﬂ,p>, Q=1
3/2,-1/2) V[Wn p> Vﬁiﬂﬁ,n> Q=0

3/2,-3/2) :\z JQ, Q=-1

\ﬂn p Q=1
112,-112) = \g\ﬂ, p>_\g\ﬁo,n>.

As forcas nucleares ndo produzem transicOes entre estes estados (e
também entre combinacdes deste tipo dos outros hadrdes).

1/21/2) =




A Invariancia de carga significa que os seguintes elementos de matriz
sao iguais para todos Q dentro de multiplet:

(15 |H |1, 13)=5,.8,,.h(1)

nao depende de I;, mas
pode depender de resto
dos nimeros «

Assim o operador de interaccao forte deve ser um escalar isotopico
(por exemplo, = 2. 1. Kl 4 ).



Considerando as trés reaccdes nucleares:

Tt+poxt+p, T-+p—o>x+),
7 +p—> 70+n,

encontramos os elementos de matriz correspondentes:

<7T+p|:|f

7p)=(3/23/2|H |3/2,3/2) = h(3/2)

H

7" p) :%h(3/2)+§h(1/2)

7°n) = g[h(3/2)— h(1/2)]

s

H

=



Experimentalmente se conhece que para o caso de energia relativa ao
centro de massa ¢, = 154 MeV (que apresente neste caso a variavel «):
h(3/2) >> h(1/2). Portanto as razOes das seccdes efectivas para 0s trés
Processos sao:

O-7Z'+ po>z'p " 072'_ p—o>7z p " O-ﬁ_p—wron

=z pfFi |0 :|lzp Ay |=on)f =

Al p) |z
=9:1:2,

e o ultimo resultado bem verifica-se em experimento.

Outros nimeros quanticos para hadrbes, como estranheza (strangeness),
charm, flavor, etc., correspondem as simetrias ainda mais profundas das
particulas e campos relacionados.




O

Simetrias de inversao

/n
\
\
\
‘.
v
/

Inversdo espacial. Esta simetria
ndo tem nenhum integral de
movimento correspondente em
mecanica classica. Em mecanica
quantica definimos o operador de

Inversao:

Este operador comuta com Hamiltoniano:

H,i]=0

e também com 0 momento cinético: [L, I J: 0.



Desde o facto que concluimos que os seus valores proprios sdo P =
+1, correspondentes as func¢des proprias pares:

IA',”p(”):‘)”p(r)
e impares: Ly, (r)=—w(r)

O valor P chama-se paridade, ele conserva-se aparte de L, M:
‘ L,M, P> estado de paridade definida

logo denotamos estados
LML)~ ]g),

LM ,—1) > |u).

Os operadores escalares dividem-se em dois tipos segundo 0 seu

comportamento com respeito a inversao:
If
If

AN

fl, escalar verdadeiro

AN

—fl. pseudoescalar



Os escalares verdadeiros sO tém os elementos entre estados de mesma
paridade:

quando os pseudoescalares:
foo O

Tambem dividem-se os operadores vectores:

I}p (r) = —I}p (— r), vector polar

I}a (r) =+V, (— r), axial (pseudovector)

com relacOes de comutacao: {Vp, I }

0 .i|=0
g-u g

-g, U-Uu



Portanto operadores Vp tém so elementos de matriz de tipo gu
quando ¥, - g e uu.

Desde analise dos harmonicos esféricos concluimos que paridade dum
estado |L,M) €:P=(-1)-

Inversao de tempo.

Para particulas sem spin a funcéo de onda depende de tempo como:

()ﬂ(l‘,t) — W(I‘,O)eiEt/h

pode escolher-se real

A operacao de inversao de tempo : t — —t, transforma esta funcdo de
modo: y(r,t) > v*(r1).



Para particulas com spin %2 as componentes de spinor transformam-se
sob T como:

() (s

vy (r,t)

entdo esta funcdg nao pode ser idéntica a inicial até um factor
constante. Mas T comuta com Hamiltoniano, portanto corresponde
a mesma energia que . Isso significa a degenerescéncia dupla de
cada nivel de energia. A formulacdo mais geral deste facto
corresponde a teorema de Kramers:

Cada nivel de energia de sistema com momento total J semi-inteiro
e pelo menos 2 vezes degenerado, e esta degenerescéncia manteve-
se em presenca de qualquer campo eléctrico (sem campo
magnético).
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