3. Teoria quantica de difusdo

No curso anterior consideravamos simetrias exactas e estados exactos dos
Hamiltonianos. Mas na realidade sempre se encontram certas perturbacdes
dos sistemas exactos. Um dos casos mais importantes deste tipo corresponde
a difusdo das particulas (inicialmente livres). Geralmente, distinguem-se dois
casos principais de difusao:

1) Difuséo de 1 particula num centro de potencial

2) Colisdo das 2 particulas



O ultimo caso sempre pode ser reduzido ao anterior, passando do sistema de
laboratdrio ao sistema de centro de massa, com origem em

_ My +myr,
m, +m,

R

Em particular, para colisdo com uma particula imovel:

sistema =

P V2
laboratorio ‘\

as leis de conservacao de grupo de Galileo:

2 2 _
my-=mVv, +M,Y,,  energia
m,v=m\V, + m,v,. impulso



Em sistema de ¢.m. temos;:

massa reduzida

: ~ m1m2
myv — ml(r1 - R):—v —N=0p
m, +m,

As relacOes entre os angulos de difusdo em
sistemas c.m. (6) e laboratorio (6,, 6,
resultam desde analise de indicado
paralelepipedo :

m,v
pcos® =m,| v, cosf, ————— |,
m, +m,

psing =m,v, siné,,

portanto obtemos: tan @, =

sistema ;
c. m. /

m, siné

: 0, =\r-0)/2,
m, +m, cos @ ¢ 0;=(-0)

No caso particular das massas idénticas (m; = m,) as particulas ficam espalhadas por

angulo recto: 6, + 6, = 7/2, e alem disso temos 6, =

/2.



O exemplo classico de difusdo em
vida quotidiana esta dado por bilhar:

Em fisica a situacdo semelhante
realiza-se no experimento de
difusao:

As particulas contadas pelo

pertencem aos estados livres espalhados que

parametro de

impacto + /:_\i@l __________

canhao das /’/dQ
particulas //,
EEEEEE'EEEEEEEEEEEEE /_’_/3 0
- onda
espalhada
contador

sdo autoestados de potencial central V(r) com

energia inicial E (processo elastico).



A equacao de Schroedinger correspondente:

{_ﬁvz +V(r)}w(r)= Ey(r)

2m

descomponha-se em partes radial e angular:

el (£

2m r? or?

Os seus autoestados (fora de accdo de potencial: V(r) = 0), classificados
segundo valores de energia e momento angular, apresentam-se como:

YEIm (r) oc |, (kr)Y|m (Q’CD)’

onde k =, e j,(X) = J.1»(X) s@o as chamadas fungOes esféricas de Bessel, as

solucoes de: o
valor proprio de Y,,(6,¢)

o2 20 10+ ,).
(ar—z-FFar— r2 +k2Jj|(kl’):O




As solugbes assimptoticas desta equacao para r — oo podem ser escritas em
forma geral:

ikr

ikr €
y(r)=e + X £ (0)
onda amplitude de
incidente onda espalhamento por
espalhada angulo 6

Seccéo efectiva de difusdo define-se como numero de particulas contadas
em unidade de tempo pelo contador sob angulo 6, assim a seccéo diferencial
sendo:

do 2
d—Q_‘fk(H)‘

e a seccao total;

ambas dependem ainda de k
(de energia incidente)

o = [|f(6) d0



O estado inicial também pode descompor-se em autoestados de momento angular:

=0

ill(2|—|—l )P, (cos8)j, (kr)

(supondo k orientado segundo eixo z, temos sO projeccdo m = 0 para cada )

quando o estado final exacto escreve-se como:

iu' 21 +1)P, (cosO)R, (r)

e 0 problema de difusdo reduz-se a definicao de
comportamento assimptoético das funcdes radiais
escritas em forma:

R,(r)— [h, *(kr)+exp(2is, h, (kr)]

onde h,(x) = j,(x) + in(x), a fungao esférica de
Hankel, e 6, chama-se a fase parcial de difuséo.

0.3
0.2
0.1

no(x) = —cosx/x
= —(cosx + xsenx)/x?
nz(x) = —[(3 — x?)cosx +
+ 3xsenx]/x3

0.1

03
0.4

w@ﬁ/\m



Em termos das fases 6, a amplitude apresenta-se como:

25 _q

2i

Z (21 +1)P (cos@ ' sen s,
=0

e, depois de levantar o seu modulo ao quadrado e fazer integracdo angular com a conta
de ortogonalidade dos polinébmios de Legendre, temos a seccao total de difusdo como:

i 21 +1)sen? 5, = ia,
1=0 1=0

a soma das seccdes parciais. Analizando
comportamento assimptético das fungdes r+03) jo(kr — 0.3)
R,(r) oc exp(id)j(kr + &), concluimos que o2 T e =
sinal positivo da fase: § > 0, corresponde a
atraccdo de onda por potencial V(r), quando ? 2 2 2 *
negativa &, < 0, corresponde a sua repulsdo. ™%

-0.04




Relacao entre potencial de espalhamento e amplitude de difusao

Pela razdo de linearidade da equacado de Schroedinger, as suas solugOes para
qualquer potencial V(r) podem ser obtidas com uso das funcdes de Green:

2v72
(—hv +Ek+inGk(r

)=5(r).

funcao de Green (f.G.) para energia
E, = 72k?/2m mais uma infinitesimal
parte imaginaria

2m

A f.G. obteve-se através da sua transformada de Fourier:

G, (r) = (27];)3 Idpeipr Ik ( p),

para gue temos uma equacao algébrica:

transformada de
hZ p2

[zm_ E, _iojgk(p):]_’ Fourier de & (r)



(p)= 2m/h*
gk p_pz_kZ_io' p

Qf
eilor k +i0

G ———|dp :

ikr

om T pe®dp  me

o 24 2; 2 2 A 2, "
4 hr S P K*—10  27n°r ap6s de fazer a integracdo angular usamos

para integracio em p este contorno no

plano complexo

A solucéo geral de equacdo Schroedinger, apresenta-se como:
= +jdr’G (r=r'V({ry,(r)=
_ e|k|r r|
_ ikr jd ' (r,)‘Vk (rr).

2k’ r—r’

I
@D




Para ponto de observacdo (de contador) assimptoticamente afastado comparando
com a extensao espacial de potencial de difusdo: r >> r”, temos

r
r—r|=r—r--,
r
'k_' H _iler! r
eI \r r ze|kre |kr, k'=k—,
r —»
1 1
r—r| r’

e portanto:

ikr

i € m rA1K'T! ' '
w, (r)=e™ + : [— 2ﬂhz_fdrekrv(r , (r )}

amplitude de difuséo f,(6)

Se de algum modo esta conhecida a solugéo y,(r) de Eqg. Schroedinger para energia
E,, podemos daqui calcular a amplitude f,(6).



Aproximacao de Born

Substituimos para a expressao anterior de amplitude:

D [dre®™V (r )y, (1)

2

as expansdes de ek™ e y,(r") em harménicos esféricos e fazemos integragéo
angular com a conta de ortogonalidade de polindbmios de Legendre:

f ()= _;_Tg(m +1)R,(0030)[ rV (1), (kr)R, (ke i

0

Comparando esta equacdo com a defini¢cdo anterior, concluimos que:

o0

2 [r2v (1), (k)R (ke i

e'Vsend; = -
h
0




Para difuséo fraca (|&;| << 1) podemos expandir a parte de esquerda até 12 ordem
em ¢, e substituir na parte de direita a solugdo exacta R, pela solucao livre j,.
Assim chegamos a aproximacao de Born para fase:

5 =— 2;;k _[rzv(r)j,z(kr)dr
0

Para potencial suficientemente fraco (|V| << E,) podemos também substituir v, (r")
— ek obtendo (1%) aproximacédo de Born para amplitude:

m O™, m transformada de Fourier
fk(Q): - > Idr’e'(k k )rV(r’): _—2Vq:k—k’ (se existe)
2rth 2rth
impulso transferido
Exemplo.
Potencial de Yukawa: ae X A

V(r)= -
(r) r Vg q2 +K?2



Expressando o impulso transferido a custa de angulo de K q

difusao q = 2k sené/2, obtemos a seccao diferencial: A
£

0 Kk

do a’

dQ 2102\
(4Ekzsenzz+h K ]

2m

Formalmente pondo aqui a = e2 e passando ao limite K — 0, recuperamos a
formula classica de Rutherford para difusdo por um centro carregado, embora
rigorosamente a aproximacao de Born néo é valida para este limite, quando o
potencial Yukawa de corto alcance passa para potencial de Coulomb.



Teorema oOptico

Consideremos a parte imaginaria da amplitude de difuséo:

o0

Imf, (0) = Z(2I+1 P, (cos8)sen? 5,

1=0
e passamos para o caso particular de difusao para frente (6 = 0):

Imf, (0) = %i(m +1)sen”® 5,
=0

Verifica-se que esta expressao tem a mesma estrutura que a seccao total:

e 0]

(21 +1)sen?s,

=0

A7
O = 2



Assim concluimos que

o :%Imfk(O),

0 que constitui o chamado teorema optico. O seu g
significado fisico corresponde a conservacdo de O
numero total de particulas no processo de difusio, \‘
sendo o numero total das particulas espalhadas |

l///

desde o feixe incidente igual a “defice” das = — ’K‘\\Z
f - . S
particulas no feixe final. PN

interferéncia entre o estado incidente elkr

e o espalhado e*f (0)/r produz a
“sombra” em frente do alvo



Propriedades analiticas de amplitude e fases de
difusao

v(r)
Consideramos o caso de potencial finito:

i Ri(Dlassin
V (r) = 0, r>r,. . .

As solucoes de eq. de Schroedinger radial:

R (Nl = [Ny (k) + exp(2i8)h (kn)1/2,

devem ligar-se continuamente em r = r, com a fungao exacta R,(r) para

r < r,. Comparando as derivadas logaritmicas destas fungoes em r,,
temos:

unico valor que

;[h,*(kr)+e2i5'h,(kr): 7@ D——— depende do

_ —q, = or potencial V(r)
h, (kr)+e?%h,(kr)




e a 12 igualdade implica a relacao para a fase:

on « .
a'—a,n, Esta equacdo da o modo
cots, = ajr pratico de calcular as fases de
=L _qj difusdo
or r=r,
V A
Exemplo: esfera dura, V( ) o0 , r <ry,
r =
0, r>r,.

Neste caso R(r) = 0 para r < r,, portanto
a — o, € a equacao de fase torna-se r

simplesmente:
n, (krp )

coto, = ———=
! Jl(kro)

Em particular, para onda s temos: 9, = —Kr,, este valor negativo confirma
caracter repulsivo de potencial considerado.



Para o caso geral analise simplifica-se no limite de energias baixas kr, IT 1.

Aqui as expansoes de n,(x) e J,(x) para x — 0 permitem definir desde eq. de
fase o termo dominante (com respeito a kr,) para cada fase:

cots, ~ (21 + (2l oy LT iy
| -1y

que indica a proporcionalidade send, ~ k?' *1. Em limite k — 0 “sobrevive” s6

a contribuicao de onda s:

2 ndo depende de 6,
do sen<o, 10 GEpence e
~ difusao isotrdpica
dQ K2

Para o exemplo anterior de esfera dura esta contribuicdo para seccao total é:

624711.02 _________________ o
——————— IE >

4 vezes a seccgéo classica de esfera. e



Caso de potencial atractivo

Neste caso e possivel formacédo do estado ligado, Ri() ’
assim que a sua funcdo de onda pode ser A
escolhida real e desaparece no infinito. Portanto | i
eq. de fronteira para o estado ligado de momento &<
angular | e de energia E; < 0 escreve-se como:

oh, (iar)

ar h =j+in on I
I
h (i4r) or —

iImplicando, desde a eg. de fase a igualdade:

coto(E) = 1.



Esta equacdo significa que a correspondente amplitude de
espalhamento:
o26(E) _q___ 2 |
cots, (E)—i

considerada como funcao da energia complexa E, tem um polo no ponto
E = E,, comportando-se na sua vizinhanga como:

2 -
o210 1 sen‘o, 21 g
00, | oE e E,-E

O proprio valor de energia E; para nivel pouco profundo (ir, ® 1) esta
dado pela equacio:

| +1+ry0,(E;)=0 (N)

definida pelo mais importante termo na Eqg. de fronteira neste limite,
n(x) =~ (21 - )lx'-1.



Para energias positivas mas baixas (kr, IL 1), eq. de estado estacionario
sugere que a difusdao amplifica-se essencialmente para onda s:

1+ rye 1

2 :
e d<+—__ comprimento de
espalhamento

resultando em seccdo total: o = 47a?, equivalente a de esfera dura de raio
a (mas neste caso temos a ~ 1/4 0 que & muito superior a r,). Amplitude
de espalhamento pode também ser considerada como funcdo de k

complexa, tendo aqui o polo k, = i/a.

Em presenca do estado ligado de onda s, a seccdo efectiva total esta
dominada pela respectiva contribuicio:

4z 1 2mh%m
k? cot’s,+1 E-E,

o)

correspondente a ressonancia com estado ligado.




Ressonancias de baixas enerqgias

Passamos a consideracdo das energias positivas, um pouco superiores
as de escala ~ |E,|, mas ainda baixas em sentido que kr, IL 1. Numa
seccao parcial com | = O:
A 1
o) =—(21+1)—;
K coto, +1

pode aparecer um maximo na vizinhanga de certa energia E, > 0 e,
como o(E) € geralmente complexa para E > 0, E, corresponde a
solucéo para parte real de Eq. (N) (se existe tal solucéo):

2 2 21 -1
o, ~ A ﬁk ~, com T, =- 2K(kr, ) - [aa'j (B-W)
A4E-E ) +T, [(21 —2n]? \ oE

formula de Breit-Wigner

E:E|



Os maximos de tipo Eqg. (B-W) chamam-se
as ressonancias de espalhamento, eles °
tornam-se mais pronunciados com aumento =1

de nimero | (e quase ndo observaveis paral
= 0). Para energias proximas a ressonancia

E, a fase correspondente é:

E-E
5~ +arctan——+
2 I, /2

Energia

passa de zero até = dentro dum estreito intervalo ~I',, sendo 772 no mesmo
ponto de ressonancia (veja a insercdo na figura). O estado de ressonancia
pode considerar-se como um estado quase ligado, onde particula passa o
tempo

v~ hT Q hiE,,

quer dizer, muito superior ao periodo de oscilacdo no estado assimptotico
livre com a mesma energia E;.



Espalhamento das particulas idénticas

Os argumentos que reduziam o problema de espalhamento das 2 particulas
no sistema lab. para difusdo de 1 particula no sistema c.m., devem ser
reconsiderados para o caso das particulas idénticas. Neste caso, o contador
e incapaz de discernir a particula incidente da particula alvo (ao contrario
das bolas de bilhar). Portanto a funcdo de onda assimptotica deve ser
propriamente simetrizada.

2 bosdes sem spin

A funcdo de onda esta expressa:

V)= y(r) "

onde a funcao de movimento relativo (no sistema c.m.):

z//(r) — l/,(_ r) simétrica



Portanto w(r) = [w(r) + w(-r)]/2, ou, simetrizando a equacdo para
amplitude de difusao:

f(0)+ f(r—0)e™

= k
w(r)=coskr + wr

f(6), amplitude simétrica que so

QX contem as contribuicdes de | par.
///
__‘_’___.(:Y.e_«_ ~ . = 1.
</ A seccao diferencial:
e
// T— 0

el -|nl) -

=[f@) +|f(z—-0) +2Ref"(0)f(x - 0)

termo de interferéncia

Para o caso 0= n/2 (onde f(6) = f(z — 0)) (10 ¢ meemo e s
obtemos: '

do _ 4“(7[/212 dobro comparando com as

dQ particulas independentes



Descomposicao de amplitude simétrica em amplitudes parciais tem a forma:

f(0)=2>"i'(2l +1)P (cosO)f, (6)

| pares

2 fermides com spin's = 15

Neste caso a funcdo de onda:

w(1.2)=e" y(r)y(12)

pode pertencer ao estado singlet ou triplet. Para o singlet temos:

wo(r)=w(-r)"

igual a
> que para

do 2 | bosBes
— | =|f0)+f(r-0
o) e ie-of




Para o triplet:

Vi (r) = Yy (_ r)

ft (9) =1 (9)_ f (7[ o 9) Particularmente,

torna-se impossivel
espalhamento com 6

(d_ajt =|£(0)- f(z-0)’ = 712

dQ

Descomposicdo de amplitude antissimétrica f,(6) em amplitudes parciais

tem a forma: f(0)=2 > i'(21 +1)P(cos0)f, (0)

| impares
Para o feixe nado polarizado (tanto incidente como alvo) guarda-se
equiparticdo entre 1 estado singlet e 3 estados triplet na saida, assim que:

(d_aj _E(d_aj +£(d_6j _
dQ ) soper.  41dQ ), 41dQ ),

=|t(0)° +|f(z —0)° —Ret "(0)f (x - 0)



Identidade e spin isotépico

Formalismo de isospin permite descrever de maneira natural
identidade (ou ndo identidade) dos nuclebes que participam no
processo de difuséo.

Exemplos. Se para o sistema de 2 nuclebes o estado de isospin esta
definido como singlet:

0, (1’2) _ Vo (1)‘//n (2)\/_51//” (1)‘// D (2)

entdo para que a funcao inteira de onda deste sistema:

w(12)=y(r,55 )0, (L2)

funcao
antissimeétrica
satisfaz o principio de Pauli, a funcdo de coordenadas e spins y/9) deve

ser simétrica.



E para estado de triplet isotopico ¢,(1,2):

w(L2)=v"(r.s;,5, )0 (L2)

simétrica

a parte espacial-spin v deve ser antissimétrica.

Doutro lado, o estado de definida composicao dos nucledes, por exemplo
(p,n), pode incluir tanto componentes de singlet como de triplet isotopicas
e em principio ndo tem nenhuma simetria especifica. Contudo se conhece
que para deuterdo pn (sistema ligado de protdo e neutrdo) o estado de spin
e triplet (simétrico) e o de momento angular € misturado entre Se D (L =
0, 2, simétrico também), portanto o seu estado de isospin s6 pode ser
singlet (antissimétrico).*

* Existéncia de qualquer componente de triplet isospin implicava a hipotese
da sua “rotacdo” no espaco das variaveis de carga para estados pp ou nn,
Impossiveis para estado ligado.



Para bosdes isotopicos (como pides) a funcdo inteira w(1,2) deve ficar
simétrica com respeito a troca simultanea:

rn<r,, S| €Sy, I, & ).
sempre simétrica

Portanto neste sistema necessariamente guarda-se a correspondéncia:

¢ par — Il par, /impar — | impar.



