Quantificacdo (sequnda) de campo electromagnético

No tratamento anterior que considerava 0 campo e.m. como objecto
classico, as amplitudes a, , puderam variar continuamente e também a
energia de cada moda «f|a, ,/(27c?). Mas, como se conhece desde
trabalhos de Planck (1900), a energia de campo e.m. esta quantificada em
multiplos de 7. Portanto o valor de |a, ,|* s6 deve variar por maltiplos de
2 thc?lw, como se fosse o valor préprio de operador:
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27hC” A operador de n° de
o —A fotdes em moda k, A

De facto, a classica A(r,t) anterior ja pode considerar-se a “funcdo de
onda” de 12 quantificacdo, ao lado de funcdo w(r,t) para particulas de
matéria. O tratamento consistente quantico obteve-se com 22 quantificacao
de A(r,t) junto com yA(r,t). Nesta formulaco, Eq. (S) passa para:
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onde os operadores a, , e a,,' satisfazem as relacoes bosonicas de
comutacao:

|_ék,ﬂ, ’ ék’,ﬂ,’T J =001

idénticas as de oscilador harmoénico. Portanto a expansdo, Eg. (S'),
chama-se a de osciladores elementares.

Estados possiveis de campo e.m. classificam-se como:
‘ N k]_lﬂ'l(kl)’ N kli/lz(kl)’ N kziﬂ'l(kz)’ . .>

onde N, = 0,1, ..., e k; & k, & .... No formalismo da segunda
quantificacdo, podemos considerar um operador de campo em RI com
Hamiltoniano livre:

H g campo = thk(ak,;ak,l +1/2)
k,A



De mesmo modo, o Hamiltoniano livre de matéria:

H 0,mater. = Z 8i bini

envolve estados (fermionicos): |ij, iy, ..., i), com iy < i, < ... < i.
Tratando estados gerais de varias particulas dos ambos tipos, vamos
separar por ponto e virgula os indices fermidnicos dos bosonicos:
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Por fim, o Hamiltoniano de interaccdo entre campo e.m. e materia
apresenta-se através dos operadores de campo em RI:
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contendo, aparte dos operadores bosonicos, Eq. (S'), também operadores
fermionicos:
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Os elementos de matriz relevantes para “regra de ouro” sao:

0; ..., N, + 1, o fHjdns oo Ny, 200, emissdo
N5 N Higd O Ny, + 1,0 absorcio

Por exemplo, para o processo de absorcao este elemento resulta:
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analogia com o
valor classico |a, |



Mas para 0 processo de emissao temos:
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Entdo no tratamento quantico as taxas de absorcdo e emissao diferem,
a ultima sendo:

nTCI)S = 2 hC3 Z‘ O‘Jk ‘ (k)+1)/: (Q)
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Equilibrio termodinamico entre luz e
materia, relacdes de Einstein
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Para um sistema de dois niveis: g, &, temos as probabilidades

n’
normalizadas:

En— &€, &
n0 n 0
1 \)egno /kBT
P = , P
n egnO/kBT +1 egnO/kBT +1
para estado |n) para estado |0)

Logo a condicdo de balanco detalhado (Einstein, 1907) escreve-se

como:.
)
dt ) aps dt ) emis.ind. dt emis. esp. esp. ind.

/4 /] \
BNp, BNp, Ap,

onde os coeficientes de Einstein* A e B correspondem respectivamente as
probabilidades dos processos espontaneos e induzidos e, conforme a
condicdo (128), estdo relacionados como:

* Introduzidos por Einstein na base fenomenologica, na época quando ainda
ndo existiu mecanica quantica.



A:BNM:B hk/le (esno/kBT —1):B
w e CK/Kg _1‘/
relacdo de Einstein

e portanto a parte direita pode ler-se como T',_ ™9 = B(N, + 1), em
concordancia com o resultado quantica, Eqg. (Q). ind.  esp.




Momentos multiplares de radiacdo: momento eléctrico dipolar,
momento magnético dipolar, momento eléctrico quadruplar

O principal elemento de matriz para o coeficiente de emissao

esponténea B é:
(0[ji[n) = e (0] i(r) m)dr

Os valores tipicos das energias relevantes para este elemento séo: ¢,
~ hck ~ 1 eV, e portanto k ~ 1 eV/iic ~ 10° cm~%, quando a extenséo
tipica dos estados atomicos v e y, € o raio de Bohr a, = 7?/me? ~
0,53-10% cm. Entdo o argumento de exponencial resulta muito
pequeno kr ~ 103 IT 1 e faz sentido a sua expansao em serie:

(0]ji|n) = [dr(L—ik-r +...M
que d& origem aos chawlc/w{entos multiplares de tranfSf¢ag! s sPeriores
(0ol ={0n), 4 (o|(k-r)j(r)m) =2 (0)(k-r)i(r) - r(k- j(r)jn)+
momento eléctrico dipolar 2 magnético dipolar, (On),, 4
1 ) .
+ E<O\(k r)j(r)+r(k-j(r)fn).

eléctrico quadruplar, (0N g




Consideremos 0 termo mais importante para maioria dos casos praticos, o
eléctrico dipolar. Usando a expressao para corrente total, obtemos o
operador correspondente como:

Se teremos conta que

p,=(mlnr)[r,, H

O,mater.]’

apresentando Hy ... = 2, P,%/2m + V e usando as relagdes de comutacdo
[, P, =ind;5,, (sendo jj os indices cartesianos) e [r,, V] = 0, Eq.
acima converte-se em:

Jo = %[R’ HO,mater.] onde R = Z I,

assim que (On), 4 torna-se em:
o operador vector

<On>e.d. - <O‘ jO‘ n> - -£<O‘RH o,mater. ~ H 0, mater. R‘ n> =—lwyg <O‘eR‘ n>
17



Finalmente, introduzindo o operador de momento dipolar total d = eR e 0 seu
elemento de matriz d,, = (0|d|n), chegamos a expressao para intensidade de
emissao espontanea dipolar eléctrica (compare com o analogo classico):

dP ) .2
A _ Wno an )
dQ  2c?
De facto s a componente de d,, ao longo da |
polarizagdo e portanto normal a k: (d,,),, (don) ]
contribui aqui. 1 i

Para o0 caso de estados O e n serem autoestados dos operadores de momento
angular L2 e L, usamos as relagdes gerais, para um operador vectorial R:
L,.R, ]: le,, R, e chegamos as regras de selectividade (cf. Cap. 2):

L'=L=+1, M'=M,M %1



Agora tornamos ao efeito de momento magnético dipolar. Verifica-se
que a expressao antissimétrica (k-r)(j-A) - (r-AY)(kj) pode ser
apresentada como

(kxA7)-(rj),

portanto a contribuicdo deste termo para (0lj,|n) resulta em forma:

(On) . :%(kxﬂ*)-jdr<0\r x j(r)n) L= ;ra X P,
__& _ €
Zm(kxz.)jdro\ r)n) | M_Z_mcL
:c(kxﬂ, )-Idr<O\M r)(n>:c(k><ﬂ, )-<O\M\n>. momento magnético
orbital

Comparando esta contribuicdo com a eléctrica dipolar, obtemos:

2
<On>m-d- ~ Ak /m _ € ~ 1 constante de
<On> 0,08, hc 137 estrutura fina
e.d. n

0 que indica papel dominante das transi¢cdes e.d. S0 quando estas ficam
excluidas por razdes de simetria, as transicbes m.d. podem ser relevantes.



Por fim, considerando o momento eléctrico quadruplar, a expressao
simétrica: (k-r)(j-A") + (r-A")(k-j) apresenta-se em kQA, onde

\ E tensor de
Q. = rrl -« 5. momento
! ;1 «e 3 quadruplar

A correspondente contribuicdo em elemento de matriz:

(on), =~ K(0/QIm)2:

S~——_——— 2

resulta inferior de (On),, em razdo ~ ak ~ 10=3 e, tanto como a
contribuicdo m.d., s6 pode ser relevante em casos de ter proibida a
principal contribuicéo e.d.

Absorcdo e emissdao de luz pode produzir-se também pelos termos
seqguintes na serie das iteracbes, Eq. (I), que correspondem aos processos
com varios fotdes. Semelhante a os termos m.d. e e.q. com respeito ao
e.d., estes termos sdo relevantes so em casos quando os de 12 iteracdo néo
podem contribuir pelas certas razdes de simetria.




Absorcao multiplar e regras de selectividade

Desde ponto de vista de simetria rotacional, a expansao:

(0|} = (0n), , +(0n),, +(0n), , +-.

corresponde a serie dos operadores tensoriais , | ”‘:‘I’éf‘;
irredutiveis, onde se aplica o teorema de Wigner- ~ §om9fnet =145

Eckart. Logo, a sua estrutura implica as regras de
selecividade para cada processo. Fisicamente, estas
correspondem a conservacdo de momento angular

total (controlada pelos c¢.C.-G.) em sistema /étomo
composto:  atomo  + fotdo. ¢ nicial: J
momento total momento orbital L
J +5pIin S

Aparte disso, também deve conservar-se a paridade total (controlada pelo
elemento reduzido), o que requer as paridades atomicas inicial e final diferir
por L + 1: (1) = (-1)-*1 (tendo em conta que o spin de fotdo S = 1).




Em particular, para (On), , temos:

L'=1 L= o,}
desde c.C.-G.

B J'=J,J+1,
s

Doutro lado, para (On),, 4 L'—L=1
J'=3,0£1 | inido por
Y (-1 =1

J'=1J

Por fim, para (On), . :
L'=2, L=1,



Largura natural de riscas

Emissdo espontanea ou absorcdo da luz por uma definida transicao
atomica O—n esta associada com a energia ¢, = %w,, € corresponde

a0 pico da intensidade I(w).

Ao

— | |——

Segundo a regra de ouro, temos
(0) ~ Ao — o). Mas de facto
cada processo tem certa finita
duracdo temporal 7, com o valor
medio (7) = 1/T,,,. Conforme a
relacdo de incerteza de Heisenberg,
este valor esta relacionado com a
Incerteza de energia de transicao:
Ag~ hl{7t) = hil'

0—n

(cf. também a figura na pag. 69). A ordem tipica de taxa de emissao

espontanea I' ~ 10% s~ implica a largura natural das riscas A¢

~ 10—18

nat

erg ~ 10-% eV, o valor extremamente pequeno comparado com a mesma

energia de transicao ¢, ~ 1 eV.



Difusao de luz no tratamento quantico

Interaccdo com matéria pode produzir, aparte da criacdo e aniquilacéo
das quantas de luz, também as suas transi¢cbes dum estado para outro:

K, A-> K, 4,

0 que corresponde a difusdo de luz. Geralmente, este processo esta
acompanhado por variacdo de energia (k = k7), implicando também
uma transicao entre estados de mateéria:

0—sn, &, = ho(k — K).

Desde ponto de vista de 22 quantificacao, tal processo deve incluir 2
operadores de criacdo ( a*x'.4',b"n ) € 2 operadores de aniquilacao
(@, .1y ). Estas combinagBes aparecem no termo ~ | p(r)A*(r,t)dr
em H,,,, ou na 2% iteragdo de [ j(r)- A(r,t)}dr em "Eg. (I). No
primeiro caso, temos o elemento de matriz relevante:




(NN s ~L Ny =1] e’ [ p(r)A%(r t)dr

2
_ 2mc .
factoriza-se em partes electronica e fotonica

ez / —~——

= [(n|p(r)O)(Ni 4 =1, Ny p | A(r,1)- A(r,t) Ny 5, Ny 5o D).,

0Ny 2. Ny y =0) =

Logo o elemento fotonico descamponha-se numa soma segundo
estados intermédios:

CFIA-AND = 2, (FAIm)-(mIA]I),
e conforme aos dois tipos dos termos relevantes em produto A-A:
~ AAT(@ 8 4t & 8 ))

so dois estados intermedios importam: jm) = [N, ;, N, ;- = 1)

e|m) =N, -1, N, =0)



O elemento de matriz resultante destes dois processos é:

-~

raio classico de electrao | €2 \\27zhC? Nk;t k=) grl0\A - A/
(J.J. Thomson, 1897): | mcz‘, Vv I U r\ >
o~ 2.8-:103¢cm ' !
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e a taxa de difusao:
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2
27 ( 27hc?r, Nia
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Somando esta taxa em estados finais(com V1Y, — [dk” = ¢ %[0 ?dw dQY"),
escrevemos a taxa diferencial de difusao(para A, A" dadas):




Especificamos esta taxa para difusdo de luz pelos electrdes livres, cujos
estados sao caracterizados por impulsos: |0) = |q,), [n) =q,,), assim que

(0lpy_ e In)-= ok = K" +dy — ).

Neste caso Eq. acima conduz a seccéo diferencial:

dGO—m

o ?5(k—k'+0 —q,)

4

2
=1  —JA- A

)

Somando em estados electronicos finais, chegamos a lei classica de
Thomson:

do
dQy’

2
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Doutro lado, este processo pode considerar-se também como difuséo
dos electrdes livres por luz (A.H. Compton, 1922). No limite dos
electrdes ndo relativistas, com velocidades #q = v IL ¢, temos a

mudanca do seu impulso:

Aq =10y —q, O Ak=lk-k

que pode ser bastante forte.

Qutro tipo de difusdo, devido a 22 iteracao de H;,, tem o elemento de
matriz:

Coe ot (0|, (0)m)(m|H,,, (0)0)

—ijdt’jdt”<n\Him(t’)Him(t”]O>: Y
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resultando em taxa de difusao:

‘ 2

_2r Z<n\ﬁim (©)Ym)(m|Hix (0)O)

F0—>n - 7 . 5(30 _gn)
m Eg—&m—IN

regra de ouro na 22 ordem de teoria das pert. dep. de tempo

Para I:Iim(t):c‘ljj(r)-A(r)dr temos 2 possibilidades dos
ndmeros fotdnicos no estado intermédio:

1) comN -1, N, =0,

2) com Ny Nie - =1,

mas, em diferenca do processo da 1% ordem, aqui no cada caso ainda
pode existir um nimero grande dos estados electronicos intermédios
Im).



As contribuicOes respectivas a amplitude de difusdo de 22 ordem sao:

1 ( T i #N“ il - A7 |m)m]i-i - 4]0}
) .
¢ v m ho + &g =177 formulas de
i : - Kramers-
2) (Ej 27hc” N, , Z:<n\ i Am)m|j,.-2"]0) Heisenberg

Vioo 5 Eom —H@' —17

C

Para o caso dos electrdes livres:

0) =10y, N =19,), m) =d,,),
(Al Adg)>-= (eAl2m)( gy, + qp)-A 8(gy + k—q,,) =
(k-2 = 0)

- (eh/m) CIO% 5(CI0 + K- qm),
temos a amplitude de difusio:



27hc’ \IN, , hz(qo.i)(qm%’*)/m+h2(qm%)(%‘)~'*)/ m

' ; r i
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Comparando esta expressao com a de Thompson, concluimos que o
factor adicional estima-se como:

n°q?/m v
hck C 1,

portanto, para difusdo de luz pelos electrbes livres ndo relativistas, 0s
processos de 22 ordem sdo desprezaveis ao lado dos de 12 ordem.



Difusao de Raman

Contudo os processos de 22 ordem podem ser relevantes para difusdo de
luz por um sistema atbmico com excitacao dos niveis internos de energia
(sem conservacdo de momento). Tal processo foi investigado primeiro
pelo C.V. Raman (1928) e chama-se entao a difusdo de Raman.

Neste caso, a amplitude dipolar pode ser apresentada en forma:

|mym[R-40)  (n[R-A|m){m]P 2"

2% /N A .

ImV+o +ha)—|77 . Eom —H@' —17

\/

0)
= &m ho

que torna-se, com uso da relagao P/m = [R, H,]/(i7):



n 0 este termo cancela-se com o seu
"O 0‘ >+ parceiro resultante de pA2
— (n|R-2 m><m\.R-/l\0> N (n|R-4| m><m\,R -/1 0)
- Eom THho —17 Eom —ho' —1n

a contribuicdo de 22 ordem
para difusdo de Raman

2me* Ny {_ A"

Vioo' m

A troca de energia da luz neste processo:

®w — o= ¢gyh,

pode ter tanto valor positivo (corresponde ao chamado processo de
Stokes) como negativo (anti-Stokes), o ultimo devido as excitacdes
térmicas presentes no sistema atomico e portanto sendo
habitualmente de menor intensidade.



Uma especifica importante de difusdo de Raman resulta directamente da
sua origem nos processos de 22 ordem. Desde o facto que os elementos
de matriz {(m|R|n) diferem de zero s0 para |m) e [n) com paridades
opostas, no produto {n|Rjm)(m|R|0) as paridades de |n) e |0) devem ser
iguais. Portanto, as transicoes de Raman sdo complementarias as de
absorcao (dipolar eléctrica).

Para seccéo diferencial de difusdo de Raman nas frequéncias baixas,
ho < &g, temos:

dQ’ C

(um Rydberg, Ry = n?/may,? ~ 27.2 eV), em correspondéncia com a
classica difusdo de Rayleigh ~ &, que define a cor azul do céu.

A" M

4
~ |2
A«’*MA«‘ = 0 (hRa;j




Estados quanticos de radiacao: |n), |@) e estados coerentes

Estados prdprios dos operadores N, , correspondem no limite cléssico

aos valores definidos de modulo de potencial vector, |A, ,|, deixando
arbitraria a sua fase:

Esta arbitrariedade é semelhante a relacdo entre coordenada r e impulso p duma

particula, os estados |p) sendo alternativos para |r). Mas qual € a classificacdo
alternativa para estados |n, ,) de radiagéo?

Definimos o0s operadores relacionados a fase ¢ (para uma moda definida,
n, , =N ) através das relagdes:

3= (ﬁ +1)1/2 exp(igﬁ), classicamente: a = |aje'?

a* =exp(-ig)A+1)"%



Desde relacdes candnicas para operadores 4,4" podemos definir a accéo
dos operadores exp(£i ¢) sobre estados |n):

o))~ 42 "dn) =" "7
) n="y,

exp(=ig)n)=4a*(i+1)"*In) =|n+1).

0 que pode ser também representado na forma matricial:

o —»r O
L O O
o O O

Os operadores unitarios exp(i¢) e exp(-i@) tém analogia com & e &' (aparte
da sua normalizacdo), logo podem construir-se também os operadores
Hermiteanos:




0 1 O
cosi = Llewpli) reml-ig) =1 T D |
0O 1 0
seng = > fexpli9)-expl-i)] =2 - o |

que, em analogia com r e p, correspondem aos valores observaveis do
campo e.m. Uma propriedade especifica destes dois operadores consiste
em facto que eles ndo comutam:”

COS(,Seng ! %0
cosp,sen] |

o O -
o O O
o O O

* |sso obriga considera-los independentes, n&o as duas funcdes de um operador ¢ .
Rigorosamente dito, tal operador Unico ndo pode ser definido.



e portanto ndo sdao mediveis simultaneamente. Também eles nado
comutam com N :

[A,cosp|=—isenp,  [A,sen@|=icos@
produzindo as relagoes de incerteza:

ANACOS @ > %‘(sené}‘, AnAseng > %‘(cos ?)

Em visto da dualidade dos operadores de fase, cos¢ e sen ¢, surge a
questao: se existem em principio alguns estados |p) com a fase definida?
A resposta positiva torna-se possivel graca ao facto que o comutador [cos
, seng ] actma sobre um sd estado, |0), de base infinita dos estados |n) de

numero definido.



Respectivamente, o estado |¢) esta construido através de certo especifico
processo de limite:

‘g0>— lim

N%wm Zem(o‘ >

De imediato verifica-se a sua normalizacao:

<<”‘<”>‘N"LTON+

>1-1
Desde a sua definicéo, temos a accéo de exp(i ¢) sobre este estado:

expli)o) = fim > e |n-1)= lim =3 e |n) -

(N+1

=e'’|p)— lim

lim S |N) =€"]o).



De maneira semelhante, verificamos que exp(-ig )|@) = e'%¢). Logo,
construindo simbolicamente uma funcdo arbitraria F(¢®), através da
correspondente “serie de Fourier”, concluimos que o0s seus elementos de

maitriz sao:

(@|F(@)e") = F(p),,

E entdo neste sentido que os estados |@) podem considerar-se os de fase
definida ou “autoestados de ¢ .

As incertezas de numero e de fase dos fotdes num estado |n) séo:

an = /(n[f?|) - (n[fim) =0,

ACOSQ = \/<n\(cos@)2\ n)— (<n\cos<5\ n>)2 = %




Daqui resulta que no cada estado |n) estd completamente definido o valor
médio de amplitude de campo:

E

E - 2fl/_ﬁ')(m)

SR
2R

AN

mas a sua fase fica completamente indefinida.

E
Em contrario, para estado |p) temos a
fase @ completamente definida, mas a
amplitude E completamente indefinida.
Isso corresponde a incerteza de numero

dos fotoes:

7w 27w 3w

o o7 [ o NEN+D) (CONY N e
an=(o[i% o)~ (o]i¢)) —Jyg; ; —(L'L‘JJ)‘MQ% .



Contudo, a incerteza relativa fica finita:

i leﬁz 1
N —o0 N/2 \/g

an
n

Comparando esta situacdo com o caso dos estados |x) e |p) dum oscilador
harménico, podemos perguntar, se existe aqui uma combinacédo parecida
ao estado coerente de oscilador:

) =23

(onde o numero complexo o= xvmw/ 24 +ip/+/2mhw para
oscilador),
que leva o produto das incertezas ao minimo teérico: ApPAX ~ 27h?
Resulta que para radiacao valem as mesmas combinacdes formais com o
= |e'?. Assim construidos estados |o) sdo normalizados: {¢|a) = 1, mas
ndo ortogonais:

(a| B) = exp|- (ol + | — 20" p)r2| % 0



No entanto, 0 médulo deste produto: |(«| ) = e*I''2 tende a zero quando
0S numeros afastam-se: |a — | — . E facil verificar que estados |«) sao
autoestados de operador a com autovalor ¢

Ay P2 a” L
ala)=¢e —A/nin=-1)=ola
‘ > é\/n! ‘ > ‘ >

iIsto pode considerar-se a
definicdo do estado coerente

mas ndo de a* (falta o termo exp(—|a?/2)|0) em |a)). Outra representacao
de estado |a):

o) = exp(océl+ —a*é) 0)

permite considerar este operador exponencial como operador de criacao
do estado coerente.



Verificam-se as relagdes para numeros dos fotoes nos estados coerentes |ar):
— A . 2
N =(alfila) =|a]

2 A

n? = {a|fi*|or) =Jaf* +al,

e portanto An = |af, An/f=1/|a| .

Doutro lado, para as fases temos:

2n
o

o) = G i s Y L
(a|cos@|a) =|a|coste Zn:n!ma:>lcose(l 8\a\2+ ]

cos’ 0 —1/2
— +...

a|>>1 2‘042




Daqui resulta:

- - 0
Acosg = \/<0!\(COS o)’ |oc) ~((e|cosp|ar) oot 32‘24

e chegamos a relacao de incerteza:

ANACOS @ ~ %\sen 0|

em concordancia com o comutador dos respectivos operadores. De
mesma maneira obtemos:

a|>>1

(alseng|a) ~ senf|1- 12+...
Bla|

. cos?9-1/2
<“‘(Sen(0)2‘a>a§>lsen20 N o b

cosf
Aseng \a\il 2‘0[‘



Portanto os estados |«) de facto realizam o limite inferior de produto das
Incertezas previsto pelas relacdes de comutacdo. No limite m — o eles
realizam a onda cléassica.

AN
VAR




