5. Mecanica quantica relativista

Equacéo de Klein-Gordon

A generalizacdo de mecanica quantica para particulas com velocidades
proximas a de luz requer a revisdo das suas esquemas basicas, comecando
desde mesmo formalismo de Hamilton. O tratamento relativista produz os
novos conceitos dinamicos para microparticulas, como spin ou
antiparticulas.

Comecamos de caso mais simples das particulas sem spin (por exemplo,
tais sao 0s 7 ou K mesdes). Para realizar a habitual correspondéncia: p —

—17V, E — 1holot, partimos da relaco relativista para energia:
E2 — pZCZ + m204,

chegando a seguinte equacao:

(i_hgji,,(r,t):(zvjzv,(r,t)+mzczw(r,t>
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Esta equacdo foi obtida primeiro por O. Klein e W. Gordon (1926).
Equacdo de Klein-Gordon também pode ser apresentada em forma
reminescente de equacao de onda e.m.:
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Introducdo dos campos e.m. nesta equacao segue o modo habitual:
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resultando em:




Nesta forma, equacéo de Klein-Gordon apresenta explicitamente invariancia
relativista com respeito as transformacoes de Lorentz sobre 4-vector (t, r):*

! r”_Vt ) I} 't_r'V/C2
N = ’ ry=r., U= , (L)
N1-v?/c? J1-v?/c?

transformando-se a funcdo de onda de modo covariante: y(r,t) —» v (r' ,t").

A solucéo de equacao K.-G. para particula livre:

y(r,t) = eiler—EO/m (F)

para cada valor de impulso p admite dois valores de energia: E = +c,/p? + m%c?,
tanto positivo como negativo (comparem com o valor puramente positivo p%/2m
para uma particula nao relativista!) Esta dualidade significa existéncia, ao lado
das particulas com E > 0, tambéem as antiparticulas com E < 0.

* Os indices ||, correspondem as componentes de vector posicao r, paralela e
perpendicular ao vector de velocidade relativa v do novo referencial com

respeito ao inicial.



Outra diferenca com respeito a equacao nao relativista de Schroedinger consiste
em que a equacdo K.-G. é de 22 ordem em derivada temporal, portanto as suas
solugdes possuem um numero quantico adicional, nomeadamente a carga (ver
abaixo). Por fim, ndo existe a versdo “estacionaria” de eq. K.-G., com /r)
Independente de tempo. Portanto aqui perde sentido a densidade *(r) y(r) como
a probabilidade de encontrar particula no ponto r (o valor w*w pode tornar-se
negativo).

Reparando que a funcdo complexa conjugada w*(r,t) satisfaz a mesma eq. K.-

G. (em auséncia dos campos) que yAr,t): [0 — (mc/h)?]y* = 0, chegamos a
uma identidade:

y*[0 — (mc/n)’]y — w[O — (me/h)?]y* = 0,

que logo pode ser apresentada em forma padrédo de equacao de continuidade:

%p(r,t)—v- j(r,t)=0.



Aqui

12 . 0 0 densidade de “carga”, a
plrt)=

v -y —y carga total é conservada:
2mc* ot ot dldtfpdr = 0, mas p# 0

J(I’ t)= h [l// Vy-uyVy ] densidade de “corrente”

Em presenca dos campos e.m. as densidades acima apresentam-se como:

E notavel que as densidades p, j tornam-se nulas (em auséncia dos
campos) em caso de funcao y ser real.



Particulas e antiparticulas

Para uma particula livre com impulso p, energia E = E, (ligados atraves de
relacdo E? — p%c?> = m?c*) e a funcdo de onda, Eq. (F), as densidades p, j
sdo:

p_p”

E :
1t — ) 1t = .
plrt)=—5; i(rt)=-——=-=p

Elas transformam-se como um 4-vector (E, p)
| v sob as transformacg0Oes de Lorentz. Verifica-se
Y ) que a densidade de carga (e portanto, a carga
b total) é positiva para particulas (E > 0). Mas

)K,/\z\ para antiparticulas (com E = _\/m204 + p2c?

| -V para 0 mesmo valor de p) esta densidade é
antiparticulas negativa, e a sua velocidade v esta oposta ao

impulso p (e também a corrente).




Considerando a eq. K.-G. para " em presenca dos campos:

1(.. 0 ° hooe Y 5ol
| ih—rer y (rt)=|| =V+=A| +m%c® |y (r,t)
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notamos que esta indica a inversdo de carga, comparando com a para . Mas
a solucéo livre desta equacéo (a conjugada complexa de Eq. (F)):

W*(I',t) = ei(-pr+ Et)/h’

indica também a inversdo de energia. Portanto a transformacéo : v — v/,
chamada conjugacdo de carga, converte particulas em antiparticulas e vice
versa. Sob esta transformacao temos:

P> Pc=—p,

>0 =-)



Equacao K.-G. de 12 ordem

Da analise anterior surge uma questdo interessante: se & possivel obter
uma equacao quantica relativista da 1* ordem em tempo, como a de
Schroedinger?

A resposta é sim, mas ndo para funcdo de onda y escalar. Definimos 2
funcoes a partir da uma solucdo w de Eq. (A):

1 1 (.. 0
=—|1+ Ih——e
D12 2{ mcz( p» cnﬂw

Logo verifica-se que 0 2-spinor ¢ = (¢1j satisfaz a equacao matricial:

9,
(ihé—e(pJ¢ _ {l(;:lv _EAj (’7\3 + i{-\2)+ mc2?3}¢

ot 2m\ | C
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com as matrizes de Pauli 7.



Nestes termos, a densidade de carga p escreve-se como:

P:¢T%3¢

(sendo ¢' = (4", ¢,7), 0 spinor conjugado), portanto ¢ pode ser
interpretada como a funcéo de onda das particulas e ¢, das antiparticulas.
A conjugacao de carga realiza-se aqui por meio de operacao:

*
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Para particulas com spin as equacdes de 12 ordem tornam-se ainda mais
complicadas, como se Vé no caso seguinte de equacéo de Dirac.




Equacéo de Dirac

P.A.M. Dirac (1928) levantou a questdo de construir equacdo de onda
relativista para particulas com spin %. Neste caso, aparte de dois graus de
liberdade relacionados com a carga, temos ainda 2 estados de spin.
Portanto a funcao de onda deve ter em total 2x2 = 4 componentes. A ideia
de Dirac consistiu em “tirar a raiz quadrada” de expressdao E? — p2c?
(invariante relativista) em espaco das matrizes 4x4, procurando uma
combinacao matricial:

ﬁE_ﬁ&‘pC ﬁ\! &i,i=1,2,3

sendo as matrizes 4x4

que desse o quadrado:
(,BAE —,B/\o/z\- pc)2 =E*-p°c’

Esta equacao implica a serie das relagoes matriciais:



Estas relacbes de comutacdo podem ser satisfeitas com a escolha
particular das matrizes:

3 - [1 O/\} C/Z\ - (?\ Tj (M)
0 - T

chamada a representacdo mestra, mas existe o numero infinito das outras
representacdes obtidas desde Eq, (M) a partir das transformacdes de

Lorentz, Eg. (L), de 4-vector (,B ,Ba)

o

N\ A/\ N\
Multiplicando o invariante relativista SE — @ - pc = mc? por A e trocando
grandezas classicas por operadores: E — iholot, p — —iAV, chegamos a

equacao de Dirac:

ihﬁl/IZ(C&°i_—lV+,§mC2jW (D) "
ot | onde = ZZ é um 4-spinor.

W,



Em presenca dos campos e.m., Eg. (D) torna-se:

(ihg— ego)w = {Cé\t : (ﬁv _£ Aj + ﬁmCZi|l//
ot | C

tendo a forma covariante com respeito as transformacbes de Lorentz
(comparem com eg. K.-G. para particulas sem spin).

Consideramos as solucdes de eq. Dirac para electrdo livre, comecando
desde o seu estado de repouso e logo passando ao estado com velocidade
v, através de transformacdo de Lorentz correspondente. Temos no
repouso:

l//(r’t) — e—iEt/hu’

N N
com o spinor u sendo o proprio da matriz 4. S u = (E/mc?)u.



Mas, segundo a 12 das Eqgs. (R), os valores proprios de ,é\ sdo 1, portanto
concluimos gue a energia de repouso E = +mc?, correspondente as particulas
ou antiparticulas. Para cada destes dois valores de energia (marcados por
indices +) temos ainda dois possiveis valores de spin (T4), portanto em total
ha 4 possiveis spinors u para estado de repouso:
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Para obter daqui os spinors correspondentes aos estados com impulso
finito p, € necessaria a transformacdo de Lorentz associada com

velocidade v = — c*p/E .



Transformacoes de Lorentz e 4-spinors

Em diferenca das solucdes escalares de eq. K.-G., os 4-spinors de
Dirac estdo sujeitos a caracteristica lei de transformacao Lorentz.* O
operador correspondente a velocidade v apresenta-se como:

L(v)=exp(-a - @/2)= COSh%—a-%senh%

onde a matriz « € definida pela Eqg. (M) e o vector @ = (v/v)arctanh(v/c).
Usando as relacdes:

E _
coshQ:\/ p2+£, Vianh 2 = o =
2mc 2 \Y; 2 Ep+mc

apresentamos acc¢do de operador de Lorentz L(v) sobre um 4-spinor.

* Reparem a sua diferenca da Eqg. (L) para 4-vectores.



E :
L(v)u® :\/ - M P A )
2mec” 2 E,+mc

Usando aqui a representacdo mestra, Eq. (M), temos as solucdes para
estado com impulso p:

2me® 2 \/Zm(Ep+mc2) p, p. 0 0
P, —P; 0 0

-
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O segundo termo aqui indica que a passagem ao outro sistema inercial
produz aparicdo das novas componentes comparando com o0 4-spinor
inicial (por exemplo, antiparticulas com ambos valores de spin surgem de
transformacédo dum estado de particula com spin definido).



Notamos também que o produto escalar y'y = ufu ndo esta conservado sob
accado de L(v). O produto invariante é u'su, como verifica-se desde relacdes:

LB = AL, eportanto
u't pu’ = (uTLT),BLu =u'LAu=u"A'Lu=u"pu.

De mesma forma como para eq. K.-G., podem ser construidas as
densidades:

p(r.t) =y (rthy(r.t) )

jrt)=cy'(r,tay(r.t)

que satisfazem a equacéo de continuidade, Eq. (C). Desde 22 linha de Eq.
(J) concluimos que a matriz  tem papel de operador de velocidade. O
valor [[pdr é positivo e conservado em tempo portanto pode considerar-se
a densidade total das particulas (em diferenca de eqg. K.-G.), mas nimeros
das particulas e antiparticulas separadamente ndo se conservam.




Usando a equacéo de Dirac, podemos transformar Eq. (J) as expressoes:

-1 _(ihg—e] +(—ih£—e j_ +
P chzl/f p ¢ ¥ P ¢ Wy

h __.
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2m | C | C
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Jin» COrrente interna

Aqui foi introduzido y= ', e 0s 2 termos na corrente interna envolvem os

L. h o _ , . h .
momentos magnético M = ——wow eeléctricoP= —vl(-ia
J 2mc voy 2mc l//( )l//



E de notar que esta satisfeita separadamente a equacdo de continuidade
interna: op, /ot Vij.. = 0, portanto o movimento interno esta
independente do orbital. Para particulas livres com a funcédo spinor de
onda y(r,t) = u, ) e*r=EY7 as densidades internas desaparecem, g, =

= 0, deixando s0 as densidades convectivas:

Ep
P = Pconv :—2>Ov
mcC

jint

para estados com ambos
sinais de energia

2
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J = Jeonv = Fé L-
p



Limite ndo relativista de equacao de Dirac, equacao de Pauli

Para separar de modo mais explicito os efeitos relativistas, consideremos
0 caso quando energia |E| s6 ligeiramente ultrapassa a energia de repouso

mc2.
_ o )
Apresentamos o 4-spinor em chamada forma bispinor: = o)
4

onde 2-spinors yA) sdo relacionados as particulas e antiparticulas.*

Neste formalismo, Eqg. (D) escreve-se como sistema de 2 equacoes:

(+)
|h6W (hV——Aj ry ) +(e(p+mcz»(+) (P1)

ot | C
)
ih%zc(zV—gAj ry +ep-me? ) (P2)
I

* De facto ytY) descrevem as “participacOes” relativas dos estados de
particula ou antiparticula no estado w e, como ja sabemos, dependem de
escolha dum referencial.



Considerando o estado y com E > 0, temos iid /ot = EytY) = me?2yt) +
o(mc?), entdo o termo dominante neste caso é yfY) quando participacdo de

YA é fraca:
y w L (h v __Aj )
C

~—

~vicx 1

Substituindo esta expressdo em Eq. (P1), temos a equacdo para y* so:

(+) 2
iha"” = 1 (EV—EAJ-r +ep+mc’ (//(”
ot 2m| I C

Logo usamos a identidade: (a-7)(b-7) = a-b + i=( axb), para transformar
agui:

[-28 e ] wenne




Finalmente, tendo em conta a identidade: (VxA()uy(r) = Huy(r) —
A(r)xV y(r), chegamos a:

: 5l/l(+) 1 (% € ? (+) eh (+) 2\ (+)
i7 = —V-=-A V———H- oy +lep+mec
ot Zm(i C jl// 2mc v ((p )(//

a equacdo proposta na base fenomenologica por Pauli* (1927), com
operador de spin de electrdo o= 7 e o0 valor do seu momento magnético
enl2me = py = 9.27-10-2! erg/Gs, o magnetdo de Bohr. A possibilidade de
derivar a existéncia de spin desde estrutura relativista geral e calcular o
desdobramento de energia em campo magnético - a primeira correcgao
relativista a equacéo de Schroedinger, correspondente ao efeito de Zeeman
- foi um grande exito da teoria de Dirac.

* E habitual escrever a equacdo de Pauli sem o termo constante de energia
de repouso mc?.



Para obter as correccOes das ordens superiores, consideramos as seguintes
iteracOes da Eq. (P2):

S hV——Aj w__1 (iha—mcz—e j C) ~
v 2mc( ) T omer U at gid

~ 1 (hV——A) rl//(+) _1%iteracdo
2mc C

2% iteracao

1 ., 0 5 h € (+)
— Ih—-mc° —ep | -V-——A|7 +
4m®c® ( ot goj( i C j v
Tomando conta de expressdo: —V¢ — ¢ 10A/ot = E, e introduzindo o spinor
renormalizado ¥ = (1 + p%8m?c?) yf*) chegamos a:

2 4
iha_LP: mcz+i(p_EAj _ p3 |V -
ot 2m C 8m°c
\/

termo cinético

—{iH-o% en ~(E x p)- }‘I’+

omc Am?c? spin-orbita
\/
hZ
termo de Zeeman N {egp o (Vzego)}lj 4.
m'e?

termo de Darwin
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