6. Funcdes de Green em mecanica quantica

Meétodo das funcdes de Green (f.G.) é um dos mais potentes e
universais em fisica tedrica. O conceito de f.G. apareceu ainda no
sec. XIX em fisica classica, relacionado com problemas lineares
diferenciais em derivadas parciais: em teoria de elasticidade,
propagacao de calor, electro- e magnetostatica, propagacdo de ondas,
etc.

Na formulacdo basica, se considera um problema uniforme:

Lu(r,t)=0 (P)

onde L é um operador linear diferencial, normalmente com derivadas
de 12 e 22 ordem (mas pode ter até termos de 32 e 42 ordem) e u(r,t) a
funcao procurada. Para este problema, a f.G. g(r,t) esta definida como
a solucédo da equacao associada:

Lg(r,t)=38(r)5(t)



Também estas funcdes se conhece como as solucdes fundamentais do
problema, Eq. (P). A importancia das f.G. consiste em possibilidade de obter
solucdes para um problema nao uniforme, relacionado com Eq. (P):

Lu(r, )= f(r,1) (N)

onde f(r,t) € uma funcédo arbitraria (dentro das certas limitacOes razoaveis).
Entdo a solucao para Eq. (N) tem a forma:

/ uma solucéo da Eq. (P)

u(r,t)= uo(r,t)+jg(r —r',t—t")f(r',t')dr'dt".

Esta construcdo indica também o caminho para tratamento do problema
correspondente a perturbacdo da Eq. (P):

(L+Vu(r,t)=0

levando-o a forma semelhante a Eq. (N): Lu = —Vu, e escrevendo a solucéo
como:

u(r,t)= uo(r,t)—jg(r —r',t—t")vu)(r',t')drdt".



De facto, aqui temos uma equagao integral para u(r,t), um caso particular desta
foi considerado no Cap. 3. Considerando-lha como u = u, — GVu, onde G é
operador integral com o kernel g(r — r’,t — t"), obtemos a soluc¢éo formal:

/ operador de resolventa
Fa NP N 1

u=@+GV)u, (R)

Logo podemos expandir Eg. (R) em serie segundo GV (se este for
razoavelmente pequeno, como no caso de aproximacao de Born) ou tratar
uns metodos nao perturbativos (até exactos, como foi no exemplo de
potencial finito, Cap. 3).



Funcdes de Green para problemas classicos

Os problemas matematicos mais estudados na fisica classica sao
relacionados com equac0es de trés tipos caracteristicos.
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1. Equacéo de tipo eliptico:
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(a sua equacdo caracteristica k,%/a* + k 2/b* + k,4/c? = 1 corresponde a um
elipsoide). O caso particular mais simples esta dado por equacdo de
Laplace: V2u(r) = 0, com a equacao associada para f.G.:

vZg(r)=5(r) (E)



Construimos g(r) através da sua transformada de Fourier:

g(r)=

(k)

1
(27 )

Representando aqui &(r) = (27)-3[eikdk, obtemos g(k) = —1/k2, e logo:
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Esta f.G. serve para construcdo das diversas solu¢des dos problemas de
electrostatica.

2. Equacao do tipo parabolico:
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com equacdo caracteristica: afy = k,?/a* + k,2/b* + k,2/c + 1.



A este tipo pertence a equacao de difusao (ou de transporte de calor):

%u(r,t): DV2u(r ) (D)

coeficiente de difusdo
Neste caso temos para f.G.:
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3. Equacao de tipo hiperbdlico:

PY
8—2u(r,t):czvzu(r,t) (H)
t
equacao telegrafica ou de D’ Alembert

Para f.G. correspondente temos:
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Aqui foram usadas as relacoes para funcdes generalizadas:
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Aparte das suas aplicacOes especificas, as consideradas f.G. classicas
indicam também o modo de generalizacdo para 0s problemas de mecénica
quantica.



Funcdes de Green em mecanica quantica

As abordagens anteriores aplicam-se as equacdes de mecanica quantica
comum de maneira directa. Comecamos desde equacdo de Schroedinger
estacionaria (livre):

onde a f.G. construi-se em analogia com Eg. (E):
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Outro exemplo estad dado pela equacdo de Schroedinger dependente de
tempo:

(e )+ 2y (rt) =0
ot 2m

Aqui seguimos analogia com Eg. (D): _
com D — ia/2m
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Por fim, tornamos a equacao de Klein-Gordon, Eq. (A):
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que tem estrutura hiperbodlica parecida a Eq. (H). Neste caso, temos:
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Para o calculo de ultimo integral usamos o0 método de ponto de sela ao

redor dum extremo da expoente if(k):

f(k)=kr +ctyk® +k, 2,

f'(k)=r+ ket = 0,
Jk? 4k, 2
K K f(k*)=k,vct? —r.
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Distinguem-se dois casos caracteristicos, que vamos tratar separadamente.

a) s?=r?-ci?2<0, intervalo pseudotemporal.

Neste caso, o ponto de sela k™ esta no eixo real do plano
k complexo. Na sua vizinhanca k ~ k™ + ge'?, a trajectoria
de integracao deve seguir a direccio ¢ onde a 22 derivada

id%f(k)/dg? fosse mais negativa possivel.

A

/

*




Isso corresponde a expansao:
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Daqui obtemos:
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b) s? > 0, intervalo pseudoespacial. O ponto de sela k* -

estd no eixo imaginario: k™ = ik r/|s|, e deve ser = -
passado segundo a direccao ¢ = 0. O resultado para _/\

G(r,t) coincide com o0 que se obteve da formula
anterior para r2 > ct?:
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Funcoes de Green dentro de formalismo de 22 quantificacao.

Como tenhamos visto, 22 quantificacdo (teoria dos campos quanticos)
constitui a base para estudo de imensa area de fisica de matéria
condensada, dos nucleos, das particulas elementares, etc. Portanto é uma
questdo de grande importancia poder estender o método das f.G. para este
formalismo.

No caso dos campos quantificados ja ndo podemos aplicar o simples
método de Fourier para equacOes diferenciais como em casos de fisica
classica ou mecanica quantica comum. Em diferenca das funcdes
numéricas u(r,t) ou y(r,t), aqui os elementos basicos sdo operadores y(r,t)
e equacio basica de Heisenberg

—ih%—‘t’}=[ﬁn/?] M)

nao é do tipo Eq. (L).



Mas a construcdo das f.G. em 22 quantificacdo torna-se possivel, baseada
na analogia mais profunda com os casos classicos.

Representamos a anterior f.G. para equacao de Schroedinger temporal en
forma mais geral:

G(r—r't—t' —|ng, o, (rpatt)

onde ¢(r) e a funcdo de onda do estado estacionario |I) com energia &, assim
que Eg. (S) torna-se o seu caso particular para estados livres: |I) = |k).
Verificamos que 0 mesmo aspecto tem a grandeza:

G(r,r;t,t')= —i<Tn/}(r,t)l/}+(r’,t’)> (T)

onde w(r,t) € o operador de campo de tipo considerado em Cap. 1, mas
definido em representacdo de Heisenberg para estatistica quantica, com o
Hamiltoniano H em Eq. (M) substituido por H' = H — uN (u é o potencial
quimico).



O simbolo do produto cronologico significa:

TI/A/(r,t)l/A/T(r’,t'):{ V() -

sy (rtp(rt), t<t

com 0s sinais em 22 linha respectivos aos casos das particulas de Bose ou
de Fermi. Por fim, o médio (...) efectua-se sobre estado de base (para
temperatura T = 0) ou segundo estatistica de Gibbs (para T = 0). Assim se
definem as chamadas f.G. temporais. Estas tém a conta das especificas de
22 quantificacao:

e O “Hamiltoniano” corresponde ao nimero variavel das particulas.

e Estado de base, definido pelo autovalor mais baixo de I:I’, nao €
necessariamente o vazio (para u # 0).

e Estados excitados incluem tanto variacdo de energia (autovalor de H)
para numero de particulas N fixo como variacdo de N.

e As regras canonicas de comutacdo sé aplicam-se aos operadores
simultaneos (t =1t"), mas parat =t devemos ter em conta explicitamente:

i (r,)= ey (r,0)e ™




e \ariaveis r, r' podem ser também acrescentadas por indices de spin,
neste caso temos uma matriz das f.G.:

G_.(r,r;tt)= —i<Tl/}G (r,t)xﬁG,T(r’,t')> (TS)

mas para sistema nao ferromagnético e em auséncia de campo magnetico
externo esta matriz torna-se diagonal: G__(r,r";t,t") = 6__ G(r,r";t,t).




Relacdo entre funcdes de Green e caracteristicas fisicas de sistema.

As f. G., Egs. (T, TS), estao relacionadas com a matriz de densidade:

1

o (1.1) = (1, (707, (1) = =6, (.64 0)

0 que permite calcular valor medio de qualquer operador de 1 p., para
um sistema uniforme com G__(r,r';t,t") =G_(r —r’, t - t'):

F,.(t)= _[I/A/GT(F,’[)?G'GA/A/G" (r,t)dr,
(B) = N[[ £ (1.0 r = i [[,,Gr (1 8 - Ol

o indica ordem dos
Os exemplos mais simples. operadores

Densidade de particulas (neste caso f= 1):

limite termodmamlco\

N/V = 2Np(0) = —2iG(r = 0, t = -0).



Distribuicdo das particulas sequndo impulsos:

p

&«
N(p) = —iJG(r, t = —0)e-iP/idr.

Para analisar em mais detalhe estrutura das f.G. temporais (limitando-se a
temperatura T = 0), calculamos explicitamente os elementos de matriz dos

operadores de campo:
(nly(r,tym)=e""(n \t/?(ro){ m),
onde
Wpm Z%[En - Em _lu(Nn - Nm)]

variacdo de variacdo de namero,
energia aqui so +1

Logo, para sistema uniforme, a translagdo de operador de campo esta
gerada por operador do impulso total P, portanto temos:

(nfy(r,0)m)=e""(nly(0,0)m),
P _P
onde K. = —;_ZK impulso total de N_

particulas



Usando estes resultados, chegamos a representacéo para f.G.:

G(r,t)=

(27)" [G(p.w)e'*""dpde,
T

onde é(p,a)) e a transformada de Fourier de G(r,t) ou:

< (27) AS(p-P,)

Glp.w)=" Z{ha)+u+E()p E (N+1)+i0 "
N B,3(p+P,) +}
ho+u+E (N-1)—E,(N)-i0 |’

a chamada representacdo de Kéllen-Lehmann (1954) com:

m>2,
0)".

A, =[(0}i7(0.,0)

3, =|(mly (0.0)

As formulas acima definem o espectro das excitagdes a partir dos polos de
G(p,w).




Para o exemplo de gas ideal de Fermi temos:

v (rt)= %Zexp{i[p r— (p2 /2m— u)t]/h}ﬁaapla

assim que
’l/\/o- (r’t}\/ja'T(r”t)_i_E;O"T(r”t)l/;a (r’t) = 50'0"5(r o r’)

A derivada temporal da f.G.:
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Daqui obtemos:
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0 (ue é exactamente a distribuicdo de Fermi.



Representacao de interaccao para funcoes de Green

Em analogia com RI introduzida antes para teoria de perturbacoes
dependentes de tempo (Cap. 4), podemos dividir o Hamiltoniano em

duas partes:

N N ”~ N

H'=H'®@ 4V =HO® — yN +V
produzindo operadores em RI:
v, (r,t)= e‘HA'(O)ttﬁ(r,O)e“mo)t
e obtendo variacio temporal dos estados em RI:

=) =V, ¢ ) (1)

N

in' (s iR
Vo(t):elH tVe iH t.
operador de interaccdo em RI



A solucéo formal de Eq. (1) é:
In(t)) = $(t,0)n(0))
$(t.0)= Texp{— %jv (t’)dt’}.

Assim obtemos f.G. em RI:

G, (r.t;r't)

(S Ty, (86, (118,
S(00,—0) = Texp{— % _T\?O (t')dt'}

interaccao ligada adiabaticamente

s

Ligacdo adiabatica de V,(t) ndo pode mudar o estado de base porque o
ultimo nao e degenerado, portanto acgao de operador sobre este estado s6 0
multiplica por um factor de fase: S|0) = (S)|0), e nos chegamos a:

G (rtrt)= <é><T[a/?0ﬂ(r,t)n/?O,G,T(r’,t’)§]> (E)



Logo os médios dos produtos dos operadores em Eqg. (E) estdo calculados com
uso de teorema de Wick, segundo qual o tal médio apresenta a soma das todas
divisOes possiveis do produto dado em médios dos pares: {yw'). Isso da origem
a tecnica de diagramas para calculo das f.G. em sistemas com interaccao.




